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1 Ickelinjar optimering under bivillkor

Hittills har vi behandlat optimeringsproblem dér alla variabler z; kunnat rora sig fritt,
oberoende av varann, och anta hur stora eller sma virden som helst. I manga (de flesta)
tillampningar av optimering finns inte denna frihet. Fortsdttningsvis ska vi behandla prob-
lem dér variablerna maste uppfylla vissa sa kallade bivillkor (pa engelska constraints).

Vi inleder med optimeringsproblem pa den generella formen

minimera f(x)

1.1
da x e F, (1.1)

dar F ar en given delméngd av IR™ och f &r en given reellvird funktion definierad (atminstone)
pa hela F. Mangden F kallas for det tillatna omradet till problemet (1.1). Léngre fram kom-
mer F att ges en mer explicit form, exempelvis for problem med likhetsbivillkor:

F={xe€R"|hi(x)=0, fori=1,...,m}, (1.2)
dar hy,..., h,, ar givna funktioner fran IR"™ till IR, eller for problem med olikhetsbivillkor:
F={xeR"|g(x)<0, fori=1,...,m}, (1.3)

dar gi,..., gm ar givna funktioner fran IR™ till IR.

Def 1.1. Punkten x € IR™ ér en tillaten 16sning till problemet (1.1) om x € F.
Punkten %X € F &r en lokal optimallésning till problemet (1.1) om det finns ett
tal 0 > 0 sadant att f(X) < f(x) for alla x € F som uppfyller |x — %X| < d.
Punkten X € F &r en global optimallosning till problemet (1.1) om
f(%x) < f(x) for alla x € F.

Det &r uppenbart att varje global optimallosning &ven ar en lokal optimallésning, men det
kan for vissa problem finnas lokala optimallosningar som inte ar globala optimallosningar.

Def 1.2. Vektorn d € IR" &r en tillaten riktning till problemet (1.1) i punkten x € F
om det finns ett tal 6 > 0 sadant att x +td € F for alla t € (0,9).
Vektorn d € IR" &r en tillaten avtaganderikining till problemet (1.1) i x € F
om det finns ett tal 6 > 0 sadant att dels x +td € F for alla ¢t € (0,0),
dels f(x +td) < f(x) for alla t € (0,0).

Lemma 1.1. Antag att X € F &r en lokal optimallosning till problemet (1.1).
D4 finns det inte nagon tillaten avtaganderiktning d i X.

Bevis: Om det finns en tillaten avtaganderiktning d i X sa finns det alltsa ett tal § > 0
sadant att det for varje t € (0,0) géller dels att X+td € F, dels att f(x+td) < f(X).
Men det innebar att det godtyckligt ndra X finns tillatna punkter x = X 4+ ¢d som har
ett lagre malfunktionsvérde an X, dvs f(x) < f(X), vilket i sin tur medfor att X inte ar
en lokal optimallésning till problemet (1.1).



1.1 Optimalitetsvillkor for problem med enbart likhetsbivillkor

I detta avsnitt antar vi att mangden F definieras av ett antal likhetsbivillkor, dvs
F={xeR"|hix)=0, fori=1,...,m}, (1.4)

dér hq,..., hy, ar givna funktioner fran IR™ till IR.
Problemet (1.1) 6vergar da till foljande problem:

minimera f(x)

(1.5)
da hi(x)=0, fori=1,...,m.

Savél bivillkorsfunktionerna h; som malfunktionen f antas vara kontinuerligt deriverbara.

I normalfallet &r m < n, vilket betyder att bivillkoren definierar ett (ickelinjért) ekvationsys-
tem med fler obekanta (n st) &n ekvationer (m st). Oftast har detta ekvationssystem oédndligt
manga lésningar, och optimeringsproblemet bestar i att bland dessa bestdmma en 16sning x
med sa lagt malfunktionsvérde f(x) som mojligt.

Lat h(x) € IR™ vara en kolonnvektor med komponenterna hj(x),. .., hn(x), och
lat Vh(x) vara en m xn—matris med raderna Vhi(x),..., Vi, (x), dvs
ha(x) [ Oy o Ol ]
. (%) pre (%)
h(x) = : och Vh(x) = : : . (1.6)
Ohm Ohm,
R (%) 87331()() e o (x)

Def 1.1.1. En tillaten 16sning x € F ar en reguldr punkt till problemet (1.5)
om raderna i matrisen Vh(x) ovan &r linjért oberoende, dvs
om gradientvektorerna Vh;(x) ar linjart oberoende, dvs

om det inte finns nagra skalérer wu;, for ¢ = 1,...,m, sadana att:
m

(U1, ... um) # (0,...,0) och Zuthi(x) =0
i=1

Eftersom matrisen Vh(x) i normalfallet har firre rader &n kolonner, m < n, sa dr “néstan
alltid” dess rader linjirt oberoende. Man ska i viss mening ha “otur” for att stota pa en icke
regular punkt. Men ibland har man ju otur.

Lemma 1.1.1. Antag att X € F &r bade en regulédr punkt och en lokal optimalldsning
till (1.5). Da finns det ingen vektor d € IR" som samtidigt uppfyller att
Vf(%x)d <0 och Vh;(x)d =0 for allai=1,...,m.

Beviset av Lemma 1.1.1 &r ganska komplicerat och utelamnas (det bygger bland annat pa
den sa kallade Implicita funktionssatsen.)



Utgaende fran Lemma 1.1.1 dr det dock ganska latt att bevisa foljande viktiga sats:

Sats 1.1.1. Antag att X € F &r bade en regulér punkt och en lokal optimalldsning till (1.5).
Da finns det en vektor @1 € IR™ som tillsammans med X uppfyller

VFx) + iaivm(ﬁ) =0 (1.7)
=1

Bevis: Antag att X € F ar bade en reguldr punkt och en lokal optimallosning till (1.5).
Enligt Lemma 1.1.1 finns det da ingen vektor d sadan att V f(%)d < 0 och Vh(X)d = 0.
Men da finns det heller inte nagon vektor d sadan att Vf(X)d > 0 och Vh(x)d = 0,
ty i safall skulle vektorn —d uppfylla V f(%X)(—d) < 0 och Vh(x)(—d) = 0, vilket strider
mot Lemma 1.1.1. Alltsa ar Vf(%)d = 0 for alla d som uppfyller Vh(kx)d = 0.
Det betyder att (kolonn-)vektorn Vf(%)T € IR" &r ortogonal mot varje vektor d € IR"
som ligger i nollrummet till matrisen Vh(%), dvs att Vf(%)T € N(Vh(%))*.
Men NV (Vh(%))* = R(Vh(%)T), sa detta ir ekvivalent med att Vf(%)T € R(Vh(x)T),
vilket i sin tur dr ekvivalent med att Vf(%x)"T = Vh(x)T(—1) for nagon vektor & € IR™,
vilket kan skrivas Vf(%X)T + Vh(x)Ta = 0, eller V(%) +@"Vh(X) =07, som ir (1.7).

Man kan notera att (1.7) dr n st ekvationer. Tillsammans med de m st bivillkoren h;(%X) =0
har man dérmed ett (ickelinjért) ekvationssystem med n+m st ekvationer som ska uppfyllas
av de m + n st obekanta Z1,..., Ty, U1,...,Un. Pa kompakt form kan detta system skrivas:

V/®)T + Vh&)Ta = o,

(1.8)
h(x) =0.
Exempel 1.1.1.
Vid kvadratisk optimering under linjara likhetsbivillkor har man problem pa formen
minimera % xTHx +c¢'x + ¢
(1.9)

da Ax =b,

dar A € R™*™ och H € IR™"™ &r givna matriser med H symmetrisk.

Detta dr ett specialfall av (1.5), med f(x) = 3x'Hx+c'x+ ¢y och h(x) =b — Ax.
Hir blir Vf(x)T = Hx +c och Vh(x) = —A,

varvid systemet (1.8) dvergar till till f6ljande linjdra ekvationssystem i X och :

A6



1.2 Optimalitetsvillkor for problem med enbart olikhetsbivillkor

I detta avsnitt antar vi att mangden F definieras av ett antal olikhetsbivillkor, dvs
F={xeR"|g(x) <0, fori=1,...,m}, (1.11)

dar g1, ..., gm ar givna funktioner fran IR™ till IR.
Problemet (1.1) 6vergar da till foljande problem:

minimera b4
f(x) (1.12)
da g¢;(x) <0, fori=1,...,m.

Savél bivillkorsfunktionerna g; som malfunktionen f antas vara kontinuerligt deriverbara.
Nar vi i forra kapitlet behandlade problem med likhetsbivillkor, pastod vi att det i normalfallet
gallde att m < m. Nar vi i detta avsnitt ska behandla problem med olikhetsbivillkor kan vi
inte géra motsvarande pastaende. Nu kan det mycket val gilla att m > n utan att problemet
behéver vara urartat. Men det kan ocksa gélla att m < n, eller att m = n. Vi behover inte
skilja pa dessa tre olika fall i den fortsatta framstallningen.

Def 1.2.1. For x € F later vi Z,(x) beteckna indexméngden for de aktiva bivillkoren
i punkten x, dvs Z,(x) = {i € {1,...,m} | gi(x) = 0}.

Speciellt om x € F och Z,(x) = () (tomma méngden) sa ar ¢;(x) < 0 for alla ¢, dvs samtliga
bivillkor ar uppfyllda med strikt olikhet. Sadana punkter x ligger i det inre av det tillatna
omradet F, och de ar oftast enklare att analysera, med avseende pa optimalitet, &n rand-
punkter till F som har Z,(x) # 0.

Sats 1.2.1. Antag att X € F med Z,(X) = () &r en lokal optimallésning till (1.12).
Da dr Vf(%X)=0T.

Bevis: Niar Z,(X) = () sa ar varje vektor d € IR" en tillaten riktning i X,
ty for varje i &r g;(X) < 0, vilket medfor att ¢g;(X +¢d) < 0 for alla
tillrackligt sma ¢ > 0 eftersom g; &r kontinuerlig.
Antag nu att V(%) #0".
Lat d = —Vf(%X)T # 0. Enligt ovan &r d en tilliten riktning i %.
Riktningsderivatan av funktionen f i punkten X i riktningen d blir da
ViE)d=-VIX)Vf&) =-|VI&)T] <0,
vilket betyder att f(x+td) < f(X) for alla tillrackligt sma ¢ > 0.
Sammantaget ger detta att d ar en tillaten avtaganderiktning i X,
vilket enligt Lemma 1.1 medfor att X inte &r en lokal optimallésning.

Fortsdttningsvis ska vi analysera punkter med med Z,(%X) # 0.

Lemma 1.2.1. Antag att X € F med Z,(X) # 0 &r en lokal optimallosning till (1.12).
Da finns det ingen vektor d € IR" som uppfyller samtliga foljande olikheter:

Vf(x)d <0 och Vg;(x)d <0 for i € Z,(X).



Bevis: Antag att vektorn d € IR™ uppfyller samtliga ovanstaende olikheter.
For varje i € Zo(X) ar da ¢;(X +td) < g;(%x) = 0 for alla tillrackligt
sma t > 0, eftersom riktningsderivatan Vg;(X)d < 0 for i € Z,(X).
Men dven for varje i ¢ Z,(X) ar g;(Xx +td) < 0 for alla tillrackligt
sma t > 0, eftersom g; ar kontinuerlig och g;(X) < 0 for i ¢ Z,(%).
Alltsa ar d en tillaten riktning i X.
Vidare géller att f(X +td) < f(X) for alla tillrackligt sma ¢ > 0,
eftersom riktningsderivatan V f(%x)d < 0.
Sammantaget ger detta att d ar en tillaten avtaganderiktning i X,
vilket enligt Lemma 1.1 medf6r att X inte ar en lokal optimallGsning.

Nu behover vi foljande resultat som ar en enkel konsekvens av Farkas lemma:

Lemma 1.2.2. Antag att de m st vektorerna ay,...,a,, € IR" ar givna. Da har exakt ett
av foljande bagge system, i d € IR"™ respektive v € IR™, minst en 16sning.

m
E d;V; = 0,
=1

Antingen a'd <0, i=1,...,m eller m 1.13
g i Zvi>07 ( )
=1
v; >0, t=1,...,m.

Lemma 1.2.3. Antag att X € F med Z,(X) # () &r en lokal optimallésning till (1.12).
Da finns det skaldrer vg > 0 och v; > 0, for i € Z,(%X), sadana att:

vy + Z v; > 0 och wVf(x) + Z v;iVgi(%) = 0.
1€Za(%) i€Za(%)

Bevis: Kombinera Lemma 1.2.1 med Lemma 1.2.2.

Def 1.2.2. En tillaten 16sning x € F med Z,(x) # 0 ar en reguldr punkt till problemet (1.12)
om det inte finns nagra skaldrer v; > 0, for i € Z,(x), sadana att:

Z v; > 0 och Z v;Vgi(x) = 0.
ieIa(x) iGIa(x)
En tillaten 16sning x € F med Z,(x) = 0 &r alltid en regulér punkt till (1.12).

Ett ekvivalent satt att uttrycka denna definition ar enligt Lemma 1.2.2 féljande:

Def 1.2.3. En tillaten l6sning x € F med Z,(x) # () ar en reguldr punkt till problemet (1.12)
om det finns minst en vektor d € IR" sadan att Vg;(x)d < 0 for alla i € Z,(x).
En tillaten 16sning x € F med Z,(x) = 0 &r alltid en reguldr punkt till (1.12).

Anmdrkning: Det foljer fran Def 1.2.2 ovan att ett tillrickligt (men inte nédvandigt) villkor
for att x € F ska vara en regulir punkt ar att gradienterna Vg;(x) for i € Z,(x), dvs
gradienterna svarande mot de aktiva bivillkoren i x, ar linjdrt oberoende. Detta anvands i
vissa bocker som definition pa regular punkt, men det ar en onddigt inskrankt definition.



Lemma 1.2.4. Antag att X € F med Z,(X) # () &r bade en reguldr punkt och en lokal
optimall6sning till (1.12). Da finns det skalérer y; > 0, for i € Z,(%X),

sadana att Vf(%x) + Z yiVgi(X) = 0",
1€Zq(X)

Bevis: Av Def 1.2.2 foljer att vp i Lemma 1.2.3 inte kan vara = 0 nér X ar en regulér punkt.
Eftersom vy alltsa ar ett strikt positivt tal kan man dividera optimalitetsvillkoret
vV f(X) + Z v Vgi(X) = 0" med vy och kalla kvoterna v; Jvg fOr y;.
1€ZTq (%)

Lemma 1.2.5. Antag att X € F med Z,(X) # () &r bade en reguldr punkt och en lokal
optimallosning till (1.12). Da finns det ingen vektor d € IR"™ som uppfyller
samtliga foljande olikheter:

Vfx)d <0 och Vg;(%)d <0 for i € Z,(%X).
Bevis: Kombinera Lemma 1.2.4 med Farkas lemma.

Foljande sats utgor detta avsnitts hdjdpunkt. De optimalitetsvillkor (1)—(4) som ingar brukar
kallas Karush-Kuhn-Tucker villkoren eller kortare KKT—villkoren.

Sats 1.2.2. Antag att X € F &ar bade en regular punkt och en lokal optimallésning till
problemet (1.12). Da finns det en vektor § € IR™ som tillsammans med %
uppfyller samtliga foljande villkor:

(1): V&) + > 9:Vg(®) =0T,

i=1
(2): gi(x) <0, fori=1,...,m,
(3) yAZ > 07 for ¢ = 17 , M,
(4): 9igi(x)=0, fori=1,....,m

Bevis: Antag forst att X € F med Z,(X) # () ar bade en reguldr punkt och en lokal optimal-
16sning till problemet (1.12). Da géller enligt Lemma 1.2.4 att det finns skaldrer y; > 0,
for i € T,(X), sadana att V f(X) + Z yiVgi(X) =0T,

€L (%)
Lat ¥ = (J1,...,9m) ", dir §; = y; for i € Z,(X) och §; = 0 for i ¢ T,(%X).
Da uppfyller (%,y) villkoren (1)—(4).
Antag sedan att X € F med Z,(X) = () ar en lokal optimallosning till problemet (1.12).
Da giller enligt Sats 1.2.1 att Vf(X) = 0.
Lat nu ¥ = (91,...,9m)" = (0,...,0)T = 0. Da uppfyller (%X, ¥) villkoren (1)-(4).

Lemma 1.2.6. I Sats 1.2.2 ovan kan villkoren att ; g;(X) =0fori=1,...,m
m

bytas ut mot villkoret att Z 7; gi(X) = 0.

=1



m
Bevis: Antag forst att 9; g;(X) =0 for i = 1,...,m. Da ar forstas Zg}z gi(X) = 0.
i=1

m
Antag omvéint att » _ g gi(%) = 0. Enligt KKT—villkoren (2) och (3) &r §; gi(%) < 0 for
i=1
alla 7, och en summa av icke-positiva termer ar noll om och endast om varje term i
summan ar noll. Alltsa &r g; ¢g;(X) =0 fo6ri=1,...,m.
Lat g(x) € IR™ vara en kolonnvektor med komponenterna gi(X),. .., gm(x), och
lat Vg(x) vara en m xn—matris med raderna Vg (x), ..., Vgn(x), dvs
[ 091 g1 , . |
91(x) 991 L. 99
9, %) oz, )
g(x) = : och Vg(x) = : : . (1.14)
Ogm 9gm

Da kan Sats 1.2.2 skrivas pa foljande mer kompakta form:

Sats 1.2.3. Antag att X € F ar bade en reguldr punkt och en lokal optimallésning till
problemet (1.12). Da finns det en vektor § € IR™ som tillsammans med %
uppfyller samtliga foljande villkor:

(1): V)T +Ve®)Ty =0,

(2): (%)) <0,
(3): y>o0,
(4): y'g®) =0

Bevis: Kombinera Sats 1.2.2 med Lemma 1.2.6.

Exempel 1.2.1.
Vid kvadratisk optimering under linjara olikhetsbivillkor har man problem pa formen

minimera % xTHx +c¢'x + ¢

(1.15)
da Ax > b,

dar A € R™*™ och H € IR™"™ &r givna matriser med H symmetrisk.

Detta ir ett specialfall av (1.12), med f(x) = 1 x'Hx +c'x+¢o och g(x) =b — Ax.
Hir blir Vf(x)T = Hx +c och Vg(x) = —A,

varvid KKT—villkoren i Sats 1.2.3 6vergar till foljande system:

(1): Hx+c— ATy =0,

(2): A% > b,
(3): §>0,
(4): §T(A%—b) =



1.3 Optimalitetsvillkor for konvexa optimeringsproblem

I detta avsnitt ska vi behandla en synnerligen valartad klass av optimeringsproblem, namligen
sa kallade konvera problem. For dessa kan man hérleda mycket starkare optimalitetsvillkor
an for generella ickelinjara problem.

Betrakta forst det generellt formulerade optimeringsproblemet

minimera f(x)

i (1.16)
da x e F,

dar F (“tillatna omradet”) dr en given delméngd av IR™ och f (“malfunktionen”) &r en given
reellvard funktion pa F.

Def 1.3.1. Problemet (1.16) &r ett konvext optimeringsproblem om F &r en konvex méangd
och f ar en konvex funktion pa F.

For konvexa optimeringsproblem har man foljande trevliga ekvivalenser

Lemma 1.3.1. Antag att (1.16) ar ett konvext optimeringsproblem och att X &r en given
tillaten 16sning till (1.16), dvs X € F. Da é&r foljande tre pastaenden
ekvivalenta, dvs om ett av dem ar sant sa ar alla tre sanna:

(1) % &r en lokal optimallésning till (1.16).
(2) % ar en global optimallésning till (1.16).
(3) Det finns ingen tillaten avtaganderiktning d i X.

Bevis: Att (2) implicerar (1) foljer direkt fran definitionerna i avsnitt 1 av lokal respektive
global optimallésning. Att (1) implicerar (3) foljer fran Lemma 1.1. Det aterstar da
bara att visa att (3) implicerar (2). Det gor vi genom att visa att om X inte &r en
global optimallosning sa finns det en tillaten avtaganderiktning d i X.

Antag alltsa att X € F inte ar en global optimallosning.

Da finns det (minst) en punkt x € F sadan att f(x) < f(X).

Vi ska visa att vektorn d = x—X é&r en tillaten avtaganderiktning i X.

Lat x(t) =% +td for ¢t € (0,1), dar alltsa d = x—%, dvs x(t) = X + ¢ (x—X).
Att F ar en konvex méngd medfor att x(t) € F for alla t € (0,1),
vilket i sin tur medfor att d ar en tillaten riktning i X.

Att f &r en konvex funktion medfor att f(x(t)) = f(X + ¢ (x—%)) <
< fE)+E(f(x)—f(%) < f(x) for alla t € (0,1).

Darmed har vi visat att d ar en tillaten avtaganderiktning i X.

Eftersom lokala och globala optimallésningar dr samma sak for konvexa problem brukar
man bara saga “optimallosning” eller “optimal 16sning”, utan tillagget “lokal” eller “global”.
Detta kdnner ldsaren kanske igen fran kursavsnitten om linjar optimering (dér alla problem
var konvexa dven om detta inte alltid betonades) och konvex kvadratisk optimering.



Fortsattningsvis i detta avsnitt ska vi behandla problem pa formen
minimera f(x)

(1.17)
da ¢;(x) <0, fori=1,...,m,

dar saval malfunktionen f som alla bivillkorsfunktionerna g; antas vara konvexra funktioner.
Dessutom antas f och alla g; vara kontinuerligt deriverbara.

Tillatna omradet F till detta problem (1.17) ges av
F={xeR"|g(x) <0, fori=1,...,m}={xe R" | g(x) <0}. (1.18)

Foljande lemma visar att (1.17) &r ett konvext optimeringsproblem i enlighet med Def 1.3.1.

Lemma 1.3.2. Att ¢1,..., gm ar konvexa funktioner pa IR"™ medfor att tillatna omradet F,
definierat av (1.18), &r en konvex méngd i IR".

Bevis: Ovningsuppgift.

Foljande viktiga sats visar att for konvexa problem pa formen (1.17) dr KKT-villkoren
tillrackliga villkor for ett globalt optimum.

Sats 1.3.1. Antag att f och alla g; i (1.17) &r konvexa och kontinuerligt deriverbara.
Antag vidare att vektorerna X € IR" och § € IR™ tillsammans uppfyller
KKT*VinOI‘eIl

(1): Vf + Zyzv.% 5() = OT
=1

(2): gi(x) <0, fori=1,...,m,
(3): ;. >0, fori=1,...,m,
(4): 9igi(x)=0, fori=1,...,m

Da &r % en (globalt) optimal 16sning till problemet (1.17).

Bevis: Antag att X och § uppfyller (1)—(4) ovan.
Lat funktionen ¢ : IR"™ — IR definieras av /(x )+ Z i 9i(x) = f(x) + ¥ Tg(x).

Observera att ¥ héar halls fixt medan x ar en Varlabelvektor

Enligt (3) ar alla g; > 0, vilket tillsammans med antagandena ovan om f och g;
medfor att ¢ dr en konvex och kontinuerligt deriverbar funktion (av x) pa IR".
Villkoret (1) ovan #r ekvivalent med att V(%) = 0T, vilket medfor

att X &r en global minpunkt till funktionen ¢, dvs 4(%X) < ¢(x) for alla x € IR".
Villkoret (2) medfor att X &r en tillaten 16sning till problemet (1.17), dvs X € F.
Lat x € F vara en godtycklig tillaten 16sning till (1.17), dvs g;(x) < 0 for alla q.

Vi behover visa att f(X) < f(x).
Men detta foljer av att f(%X) = £(%X) < )+ Zyl gi(x) < f(x),

= ((%k) foljer av villkor (4), £(X) < {(x) galler enhgt ovan (pga (1)),
och /(x) < f(x) foljer av att §; > 0 (pga (3)) och g;(x) < 0 (pga att x € F).



Enligt denna sats 1.3.1 ar alltsd KKT—villkoren tillrdckliga optimalitetsvillkor for konvexa
problem. Vi ska nidrmast visa att om det aktuella konvexa problemet &r “reguléart”, sa &r
KKT-villkoren aven nodvandiga optimalitetsvillkor.

Def 1.3.2. Det konvexa problemet (1.17) &ar reguldrt om det finns en
punkt xg € IR" sadan att g;(x0) <0 for allai=1,...,m.

Lemma 1.3.3. Om (1.17) &r ett regulért konvext problem sa &r varje tillaten 16sning x € F
en reguldr punkt i enlighet med Def 1.2.3 (och Def 1.2.2).

Bevis: Lat x € F vara en tillaten 16sning till (1.17).
Antag forst att Z,(x) = 0. Da ar x en reguldr punkt enligt Def 1.2.3.
Antag nu att Z,(x) # 0. Da ska vi visa att det finns en vektor d € IR"™
sadan att Vg;(x)d < 0 for alla i € Z,(x).
Lat d = x¢ — x, déar xg ges av Def 1.3.2.
For allai € {1,...,m} géller da att
0 > gi(x0) > gi(x) + Vgi(x)(x0 — x) = gi(x) + Vgi(x) d.
Speciellt for i € Z,(x) &r g;(x) = 0, vilket ger att Vg;(x)d < 0 for alla i € Z,(x).

Sats 1.3.2. Antag att (1.17) &r ett regulért konvext problem och att X ar en optimal 16sning
till detta problem. Da finns det en vektor ¥ € IR™ som tillsammans med X
uppfyller samtliga foljande villkor:

(1): V&) + D 9:Vg(®) =0T,

=1
(2): g(®) <0, fori=1,...,m,
(3): 9; >0, fori=1,...,m,
(4) gl gl(i) - 07 fOI' = ) T

Bevis: Kombinera Sats 1.2.2 med Lemma 1.3.3.

Sammanfattningsvis har vi ddrmed visat att om (1.17) &r ett regulért konvext problem sa ar
% € IR™ en (globalt) optimal 16sning till (1.17) om och endast om det finns en vektor § € IR™
som tillsammans med %X uppfyller KKT—villkoren (1)—(4).
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Exempel 1.3.1. Betrakta foljande problem i variabelvektorn x € IR™:

minimera |x — p|?

dd |x—ql*<1,

dir p och q ir tva givna vektorer i IR™ som uppfyller |p|> =1, |q|>=1 och p'q=0.
Lat f(x) =[x —p[?=(x—p) (x—p) =x"x—-2p'x+1,
ochg(x)=|x—-q?’-1=x-q)'(x—q)-1=x"x-2q"x.

Da kan vart givna problem skrivas: minimera f(x) da g(x) <0.

Gradienterna ges av Vf(x) = 2x' —2p' och Vg(x) =2x'—2q".

Vidare ges andraderivatsmatriserna av V2f(x) = 21 och V3g(x) =21

Eftersom bada dessa &r positivt definita sa ar bade f och g konvexa funktioner.
Om man (exempelvis) sitter xg = q sa galler att g(x¢) < 0.

Vart optimeringsproblem &r alltsa ett regulért konvext problem, vilket medfor att
KKT-villkoren ar bade nédvandiga och tillréckliga villkor for ett globalt optimum!
Eftersom problemet enbart har ett enda bivillkor sa blir KKT—villkoren:

KKT-1: Vf(x)+yVg(x) =0T,
KKT-2: g(x) <0,

KKT-3: y >0,

KKT-4: yg(x)=0.

som i vart speciella fall kan skrivas

KKT-1: x—p+vy-(x—q)=0,
KKT-2: x'x—2q'x<0,
KKT-3: y >0,

KKT-4: y-(x"x —2q'x) = 0.

Vi ska undersoka tva fall: y = 0 och y > 0. (Fallet y < 0 utesluts av KKT-3).
Antag forst att y = 0.

Da ger KKT-1 att x = p, som insatt i vansterledet i KKT-2 ger att
x'x—2q'x=p'p—2q'p=1-0=1, vilket bryter mot olikheten i KKT-2.
Alltsa finns det ingen 16sning till KKT—villkoren med y = 0.

Antag fortsdttningsvis att y > 0.

Dé ger KKT-4 att x7x — 2qTx = 0, medan KKT-1 ger att x — P 4Y

1+y

Tillsammans ger dessa relationer att

0—xTx_2qTx— PTa®)'(Pray) 2d'(ptay) _ 14y’ 2y _1-2 -y
(1+y)? 1ty (I+y)? 14y (1+y)?

Vi far alltsa ekvationen y? 4+ 2y — 1 = 0, med 16sningarna y = —1 +v/2 och y = —1 — /2.

Men den andra av dessa dr negativ, sa (%en enda aterstaende 16sningen ir § = /2 — 1.

plijgy = 7 P+av2-1) =q+\2‘(p—q)-

Da uppfyller X och § KKT—villkoren ovan. Eftersom saval f som g &r konvexa funktioner sa

betyder det att X ar en globalt optimal 16sning till det betraktade problemet.

Motsvarande x ges av X =
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1.4 En Newtonmetod for optimeringsproblem med likhetsbivillkor

I detta avsnitt atervander vi till problemet (1.5), dvs

minimera f(x)

(1.19)
da hi(x)=0, fori=1,...,m,

dér saval bivillkorsfunktionerna h; som malfunktionen f antas vara kontinuerligt deriverbara.
Enligt Sats 1.1.1 maste varje regulédr optimallésning till (1.19) uppfylla optimalitetsvillkoren
Vfx)T + Vh(x)'u = 0,

(1.20)
h(x) =0.

Detta ar ett ickelinjart ekvationssystem, sa en naturligt ide ar att férsdka anvanda Newton—
Raphsons metod for att 16sa (1.20). Lat darfor

X T X Tll
z= (E) e R™™ och q(z) = (W( ) J(V)h( ) ) e R, (1.21)

Da kan optimalitetsvillkoren (1.20) kortfattat skrivas

q(z) = 0. (1.22)

Newton-Raphsons metod innebér att man i den aktuella iterationspunkten z*) approximerar
q(z) med forsta ordningens Taylorpolynom i z(¥), dvs

a(z) ~ q(z™) + Va(z®)(z — 2V). (1.23)
Med variabelbytet p = z — z(®), dvs z = z(*) + p, kan detta skrivas
a(z"+ p) = q(z") + Va(z") p (1.24)
Sedan 16ser man ekvationssystemet q(z*)) + Vq(z*)) p = 0, som ekvivalent kan skrivas
va(z")p = —q(z"). (1.25)

Detta dr ett linjirt ekvationssystem i vektorn p € IR"*™.
Om p™® &r en 16sning till (1.25) sa ges nésta iterationspunkt av

2t = 20 4 ¢, p®) (1.26)
dar t; exempelvis viljs som det storsta av talen 1, %, %, ... for vilket
|z + tp™) 2 < |qz M) 2. (1.27)

Nu ska vi uttrycka och tolka ovanstaende metod i x, u, f och h fran (1.20).
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Forst konstateras att vektorerna z®) och q(z*)) ges av

<(®) T FOT L Th®T k)
Z(m:( ) och q(zuc)):( f o > (1.28)

dir h® =h(x®), VFE =vfx*) och Vh) = Vh(x*).

Efter en del deriveringar erhalls vidare att matrisen Vq(z*)) ges av

® L&) wh®T
\V4 = 1.29
med L*) = F(x®) 4 Z w; " H;(x™) dir F(x®) och H;(x®)) #r Hessianen av f resp h;

x®) Med p € ]R”*m uppdelad i d € IR"™ och w € IR™ kan systemet (1.25) da skrivas
p pPp Y

L&)  yh®T d —V BT _ yhk) Ty k)
= . (1.30)
vh®) O w —h(*)

VhETyk)

0

dérefter infor vektorn v = u®) + w € IR™, samt slutligen multiplicerar de m st nedersta
ekvationerna i (1.30) med —1, sa ehalls foljande ekvivalenta system:

1k VhT d —Vf®T
— , 1.31
-vh® 0O v h(k) (131)

Om (d®),v(®) &r en 16sning till (1.31) sa ges nista iterationspunkt (x*+1 ulk+) ay

Om man forst adderar den konstanta vektorn ( ) till bagge leden i (1.30),

xFD) = x®) 4 1,d®) och u* D = u® 4 4w, (1.32)

dir wb) = v(&) — u(k) och ¢ valjs exempelvis som det storsta av talen 1, %, }l, ... for vilket

| VI W+ 5d®)T+ Vh(x®+ 1.d®) T(®) + 1w ®) |2 + [h(x®) + 1d V) |2

< |V F)T+ VR Ta® |2 4+ | nxb) |2 (1:33)
Om man startar “tillrdckligt néra” en lokalt optimal 16sning till problemet (1.19) sa &r denna
Newton-metod ofta mycket effektiv. Men i det allménna fallet ar det inte sékert att sekvensen
av iterationspunkter konvergerar mot en lésning till systemet (1.20), &ven om det finns en
sadan l6sning. Vidare kan (1.20) vara uppfyllt &ven i ett lokalt mazimum till problemet,
och om man rakar starta néara en sadan lokalt maximum sa kan det hdnda att metoden
konvergerar mot detta!

I nésta avsnitt beskrivs en modifiering av metoden som gor den mer palitlig.
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1.5 En SQP-metod for optimeringsproblem med likhetsbivillkor

En intressant och viktig observation ar att ekvationssystemet (1.31) utgér optimalitetsvillkor
till ett visst kvadratiskt optimeringsproblem med linjéra likhetsbivillkor. Genom att i (1.9)
och (1.10) sitta H = L) A = —Vh®) ¢ = VBT ¢ = B = f(x*) och b =
h(®) s ser vi att (1.31) utgdr optimalitetsvillkor till féljande QP-problem (QP = Quadratic
Programming) i variabelvektorn d € IR™:

minimera f*)+ Vf®d + 1 dTL*d

(1.34)
da —Vh®d =h® (dvs h®) 4 vhFd = 0).

Man kan tolka detta QP-problem som att man gor naturliga linjara approximationer av bivill-
koren, medan malfunktionen approximeras med en kvadratisk funktion som &ven innehaller
viktade andragradstermer fran bivillkoren.

Vi vet fran avsnittet om kvadratisk optimering att en forutsittning for att d(®) erhallen
fran systemet (1.31) verkligen ska vara en optimal 16sning till QP- problemet (1.34) ar att
matrisen L(*) &r positivt semidefinit pa nollrummet till matrisen Vh®*) (dvs A/(Vh*))). For
att d®) ska vara en wunik optimal 16sning till (1.34) sa maste L*) vara positivt definit pa
N(Vh®)). Man kan visa att detta i normalfallet &r uppfyllt “néira” en lokalt optimal 16sning
till ursprungsproblemet (1.19), men i allménhet kan man inte rdkna med att detta krav &r
uppfyllt.

Om det i en given iterationpunkt giller att L*) inte &r positivt definit pa N (Vh(k)) sa
modifierar man darfor L®) si att den blir positivt definit pa A (Vh(k)), innan man lGser
QP-problemet (1.34), dvs innan man loser ekvationssystemet (1.31). De tekniska detaljerna
for denna modifiering av L) avstar vi fran hér.

Om (d®), v(®)) &r en 16sning till det modifierade systemet (1.31) si ges nésta iterationspunkt
(X(k-i-l)’ u(k—i—l)) av

xFHD = x® 4 1,d® och u* Y = u®) 4 ¢w®), (1.35)
dar wk) = v(B) — (k) och ¢, viiljs exempelvis som det storsta av talen 1,1 3 4, ... for vilket
FEP 4+ 1.d®) 4 p- Z\h Pt d®) | < fx®) 4 p- Z|h (1.36)

dér p ar ett “stort” tal.

Man kan visa att om p > max{ | v(k)] } sa utgér d®) (bestdmd enligt ovan) en avtagande-
riktning till funktionen f(x) 4+ p- Z | hi(x) | i punkten x(*).
Eftersom man 16ser en sekvens av kvadratlska, optimeringsproblem s& brukar metoden som

beskrivits i detta avsnitt kallas sekvensiell kvadratisk optimering, pa engelska Sequential
Quadratic Programming med den vedertagna forkortningen SQP.
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1.6 En SQP-metod for optimeringsproblem med olikhetsbivillkor

I detta avsnitt betraktar vi problemet (1.12), dvs

minimera  f(x
G (1.37)
da ¢i(x) <0, fori=1,...,m,

déar saval bivillkorsfunktionerna g; som malfunktionen f antas vara kontinuerligt deriverbara.
Enligt Sats 1.2.3 maste varje regulér optimallosning till (1.37) uppfylla optimalitetsvillkoren

(1): VI®)T+Ve®)Ty =0,
(2): g®) <0,
(3): §=0,
(4): ¥'g(%) =0.
Vi ska hér presentera en 16sningsmetod f6r problem pa formen (1.37). Metoden &r iterativ,

sa det racker att beskriva hur man utgaende fran den aktuella iterationspunkten (x(k), y(k)),
som alltid uppfyller y*) > 0, genererar nasta iterationspunkt (x(kH), y(kH)).

Eftersom den “enda” skillnaden mellan problemen (1.37) och (1.19) &r att likhetsbivillkoren
hi(x) = 0 i (1.19) ersatts med olikhetsbivillkor g;(x) < 0 i (1.37), &r det naturligt att i
problemet (1.34) ersiitta de linjiriserade likhetsbivillkoren h;(x®)) + Vh;(x*))d = 0 med
linjiriserade olikhetsbivillkor g;(x*)) + Vg;(x*))d < 0. Problemet (1.34) ersiitts da med
foljande problem:

minimera  f®) 4+ Vfk)d + % d"Ld

(1.38)
da —vgd >ghk (dvs g®+ vghd <o0).

Hir ar f®) = f(x®), g®) = gx®)), vf® = vix®), vgh = vgx®) och
L*) = p(x®)+ Zygk)Gi(x(k)), dir F(x*)) och G;(x*)) ar Hessianen av f resp g; i x*).
i=1

Antag tills vidare att matrisen L*) &r positivt definit, vilket den dr om exempelvis alla bi-
villkorsfunktioner g; ar konvexa och malfunktionen f &r (strikt) konvex med positivt definit
hessian. Da kan problemet (1.38) 16sas med exempelvis en sa kallad “active set” —metod.

Lat d®) vara den optimala 16sningen till (1.38) och lat v(*¥) vara motsvarande vektor med “la-
grangemultiplikatorer” som tillsammans med d®) uppfyller optimalitetsvillkoren till (1.38),
dvs

(1): LWk 4 vfkT 4 veg®Tyk) =g,
2): g% +vg®d® <o,

(3): v >0,

(4): vPT(g® 1 vgha®)) = o.

15



Da ges niista iterationspunkt (x*+1D y*+1) { metoden av

xFHD) = x®) 4 4.d®) och y* D = y*) 4 ¢, (k) (1.39)
dir wik) = v(k) — y(k) och t, valjs exempelvis som det storsta av talen 1, %, %, ... for vilket
Fx® 4R 4 Zgi(x(k)—i- td®) < Fx®) 4+ p- Z:gi(x(k))Jr (1.40)
i=1 i=1

dér g;(x)+ betecknar det storsta av de biagge talen 0 och g;(x), medan p ar ett “stort” tal.

Man kan visa att om p > max{ vz(k) } sa utgor d®) (bestamd enligt ovan) en avtagande-
(2

riktning till funktionen f(x)+ p- Z gi(x)1 i punkten x(*).
i=1

Metoden ovan bygger pa forutsattningen att L*) &r positivt definit. Om det i en given itera-
tion skulle visa sig att L) inte #r positivt definit s& maste man dirfér modifiera L®*) sa att
den blir positivt definit (exempelvis genom att addera en lamplig multipel av enhetsmatrisen
till L(*). Vi avstar fran vidare detaljer om hur denna modifiering av L*) gérs i praktiken.

Aven metoden som beskrivits i detta avsnitt kallas sekvensiell kvadratisk optimering, pa eng-
elska Sequential Quadratic Programming med den vedertagna forkortningen SQP, eftersom
den bygger pa att man l6ser en sekvens av kvadratiska optimeringsproblem.
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