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1 Duala problem vid linjar optimering

Detta kapitel handlar om tva centrala teoretiska resultat for LP, namligen dualitetssatsen och
komplementaritetssatsen. Forst maste vi da definiera det sa kallade duala problemet svarande
mot ett givet LP-problem. Kopplingen mellan detta duala problem och det ursprungliga,
primala, problemet blir som mest tilltalande om det primala problemet ar pa féljande form,
som ibland kallas fér den kanoniska formen pa LP-problem:

P minimera c¢'x

da Ax > b, (1.1)
x >0,

déar x € IR™ ar variabelvektorn, ¢ € IR"™ och b € IR™ ar givna vektorer, medan A &r en given
m X n-matris. Vi refererar till detta LP-problem som “det primala problemet P”.

De m st bivillkoren Ax > b kallas allmdnna, medan de n st bivillkoren x > 0 kallas enkla.
Méangden av x € IR™ som uppfyller samtliga bivillkor i P kallas for det tillatna omradet

till P och betecknas Fp, dvs

Fp={xe€R"| Ax > Db och x > 0}. (1.2)

Till skillnad fran vad som géllde for LP-problem pa standardform, behover vi fér problem
pa kanonisk form inte goéra nagra speciella antaganden om matrisen A. Det gar lika bra om
m>n, m<n eller m=n. Vidare beh6ver A varken ha linjart oberoende kolonner eller
linjart oberoende rader.

1.1 Definition av det duala problem till ett LP-problem pa kanonisk form

Det duala problemet D, svarande mot det ovanstaende primala problemet P, definieras som
féljande problem:
D: maximera b'y
da ATy <c, (1.3)
y 20,

dir y € IR™ ar variabelvektorn, medan c, b och A ar enligt ovan.

De n st bivillkoren ATy < ¢ kallas allmédnna, medan de m st bivillkoren y > 0 kallas enkla.
Méangden av y € IR™ som uppfyller samtliga bivillkor i D kallas for det tillatna omradet
till D och betecknas Fp, dvs

Fp={y € R™| ATygcochyZO}. (1.4)



1.2 Dualitetssatsen

Forst nagra ytterligare definitioner:

Punkten x € IR™ ar en tillaten lésning till det primala problemet P om x € Fp.
Punkten %X € IR™ ar en optimal losning till problemet P om X € Fp och dessutom
c'%x < cTx for alla x € Fp. Optimalvirdet till P ges da av c'X.

Punkten y € IR™ &r en tillaten losning till det duala problemet D om y € Fp.
Punkten y € IR™ ar en optimal l6sning till problemet D om § € Fp och dessutom
by > by for alla y € Fp. Optimalvirdet till D ges da av b'y.

Foljande olikhet ar fundamental:
Fér varje x € Fp och varje y € Fp giller att ¢c'x > b'y. (1.5)

Bevis: Om x € Fpochy € Fpsadr ¢'x—b'y = x'c—x"Aly+yTAx—y'b =
= x"(c—ATy)+y " (Ax—b) >0, dir den forsta likheten foljer av att x" ATy = yT Ax,
medan den avslutande olikheten foljer av att x € Fp och y € Fp, dvs av att

x > 0, c—ATy >0, y>0 och Ax—b > 0.

En omedelbar konsekvens av olikheten (1.5) dr f6ljande optimalitetsvillkor:
Om %X € Fp,y € Fpochc'* =b'y si ir X och § optimala till P resp D. (1.6)

Bevis: For varje x € Fp och 'y € Fp sa giller, enligt (1.5), att c'x > by =c'* > by,
dvs ¢"% < c"x och bTy > by, vilket innebér att % dr en optimal 16sning till problemet P,
medan ¥y ar en optimal 16sning till det duala problemet D.

Beviset av foljande viktiga sats ges i kompendiet.

Sats: Om bade Fp # () och Fp # 0 sa finns det (minst) en optimal 16sning %X till P
och (minst) en optimal 16sning ¥ till D. Dessa uppfyller att ¢'%x = b'y.

Om Fp # () men Fp = () sa finns det till varje tal p € IR (t.ex p = —10%)
ett x € Fp sadant att ¢'x < p. Man siiger hir att optimalvirdet till P = —oo.
Varken P eller D har i detta fall nagon optimal 16sning.

Om Fp # () men Fp = () sa finns det till varje tal p € IR (t.ex p = 10%)
ett y € Fp sadant att b'y > p. Man séiger hér att optimalvirdet till D = 4o0.
Varken P eller D har i detta fall nagon optimal 16sning.

Slutligen kan det aven intraffa att bade Fp = () och Fp = 0,
sa att varken P eller D har nagra tillatna 16sningar.

Som en direkt konsekvens av denna sats far vi omvéndningen till (1.6) ovan:

Om % och ¥ dr optimala 16sningar till P resp D sa dr ¢’ =b'§. (1.7)



1.3 Komplementaritetssatsen

Av (1.6) och (1.7) foljer att X och ¥ &r optimala l6sningar till P resp D om och endast om
% € Fp, ¥ € Fp och ¢"% = b'y. Vi ska hiir ge ett alternativt (och ofta mer anvindbart)
kriterium for nér tva tillatna losningar till P resp D &ven ar optimala 16sningar till P resp D.

Om x € IR" sa later vi s = Ax—b. Da ir x € Fp ekvivalent med att x > 0 och s > 0.
Om y € IR™ si later vir = c—A'y. Da dr y € Fp ekvivalent med att y > 0 och r > 0.
Med hjalp av dessa beteckningar kan komplementaritetssatsen formuleras pa foljande satt:

Sats: x € IR™ ar en optimal 16sning till P och
y € IR™ &r en optimal 16sning till D
om och endast om
T 5 20, Ty ZO, a:jrj:O férjzl...n,

1.8
y; >0, s8>0, yis;=0 fori=1...m, (18)

dirs=Ax—bochr=c—ATy.

Bevis: Antag forst att villkoren (1.8) ar uppfyllda.

Da arx € Fp (ty x >0 ochs>0) samt y € Fp (ty y > 0 och r > 0).

Vidare ir ¢'x —b'y = xTc—x"ATy +y"Ax—y'b = x"(c—ATy) +y"(Ax—b) =
=x'r+y's= Doy + 3o yisi = 0 (ty alla zjm; =0 och alla y;s; = 0).
Dirmed dr ¢'x = by, vilket enligt (1.6) medfor att x #r en optimal 16sning till P och att
y ar en optimal 1osning till D.

Antag nu omvént att x dr en optimal 16sning till P och att y &r en optimal 16sning till D.
Da &r x en tillaten 16sning till P, sa att x > 0 och s > 0, medan y &r en tillaten 16sning

till D, sa att y > 0 och r > 0. Vidare giller enligt (1.7) att c¢'x = by, vilket ger att
0=c'x—b'y =x"c—x"ATy +y"Ax—y'™b = x"(c—ATy) +y"(Ax—b) =

= x'r+y's= YU wr; + YL yisi. Notera att varje enskild term i var och en av
dessa bada summor ar icke-negativ (eftersom x; > 0, r; > 0, y; > 0 och s; > 0). Men enda
mojligheten for en summa av icke-negativa termer att bli = 0 &ar att varje enskild term i
summan ér = 0. Darmed ar alltsa alla x;7; = 0 och alla y;s; = 0.

Som framgar av bevisets senare del &r villkoren x;r; = 0 och y;s; = 0 i satsen ekvivalenta
med villkoren att x'r = 0 och y's = 0, eftersom vi vet att alla dessa fyra vektorer ar > 0
(annars vore de inte ekvivalenta forstas). Darfor kan komplementaritetssatsen formuleras pa
foljande kortare form:

x € IR" ar en optimal 16sning till P och y € IR™ ar en optimal 16sning till D
om och endast om foljande villkor ar uppfyllda:

Ax>b, Aly<c, x>0, y>0, y' (Ax—b)=0, x'(c—ATy) =0. (1.9)

I ord sdger komplementaritetssatsen att nédvéandiga och tillrdckliga villkor for att en tillaten
16sning till P och en tillaten 16sning till D &ven ska vara optimala 16sningar till P resp D ar
att det for varje j € {1,...,n} giller att antingen &r det j:te enkla bivillkoret i problemet P
uppfyllt med likhet eller ocksa ar det j:te allmdnna bivillkoret i problemet D uppfyllt med
likhet, samt att det for varje i € {1,...,m} géller att antingen &r det i:te enkla bivillkoret
i problemet D uppfyllt med likhet eller ocksa ar det i:te allmdnna bivillkoret i problemet P
uppfyllt med likhet.



1.4 Duala problemet till ett LP-problem pa allman form

Betrakta ett LP-problem pa foljande allménna form.

P: minimera c¢{ x1 + ¢4 X2
da Anxi+ Ajpxy > by, (1.10)

As1x1 + Agoxs = bo,

x1 >0, xo fri,
dar c; € IR", co € IR™, by € IR™! och by € IR™ ar givna vektorer,
A e R™M>X™M Ajp € R™ %™ Ay € IR™2%™ och Agy € IR™2%™2 4r givna matriser,
medan x; € IR™ och xo € IR™ &r variabelvektorerna. Att xo ar “fri” innebér att det inte
finns nagot krav pa att komponenterna i vektorn xo ska vara icke-negativa.

Med hjalp av de knep som beskrevs i forsta forelasningen kan detta problem (1.10) trans-
formeras till ett ekvivalent problem pa formen (1.1). Likhetsbivillkoren Ag1x; + Agexa = bo
ersatts darvid med olikhetsbivillkoren Asg1x; + Agoxs > by och —As X1 — AyXo > —bo,
medan de fria variablerna erséitts med differensen mellan teckenbegréansade variabler, dvs
X9 = vo—vg dir vo > 0 och vz > 0. D4 erhéalls problemet
P: minimera ¢ xj +cJ vy —clvs
da  Apnx;+Apve —Ajpvs > by,
Agix1 + Agva — Agpvs > by, (1.11)
—Ao1x1 — Agovy + Agavy > —bo,
XIZOa V2207 V320,

som ar ett problem pa formen (1.1) med

Ain A —Ap by c1 X1
A= Aoy Ay —As |, b= by |, c= Co och x=1] vo
—Agy —Axp Ayp —by —C2 V3
y1
For att stélla upp det motsvarande duala problemet infoér vi variabelvektorn y = | usg |,
u3
Al AL -AL
samt noterar att AT = AT, AL, —AlL,

T T T
T2 _A22 A22



Eftersom det duala problemet till (1.1) ges av (1.3), sa ges det duala problemet till (1.11)
dérmed av féljande problem:

D: maximera blTyl + b;uQ — b;u;»)
da  Aljy1 + A)juy — Aljuz < cy,
Ay + Alyuy — Alyuz < o, (1.12)

—Alyy1 — Alyuy + Alyuz < —cy,
y1 20, uz >0, uz >0.
Har kan olikhetsbivillkoren A11—2y1 —i—A-gng —A§2u3 < cg9 och —A-{le —A52u2+A-52u3 < —cy
ersiittas med likhetsbivillkoren Alyy; + Al,us — Al us = co, varefter differensen mellan
vektorerna ug och us kan ersattas med en vektor yo, dvs yo = us — us, som inte ar tecken-
begrdnsad. D4 erhalls foljande problem i variabelvektorerna y, € IR™ och yo, € IR™2.
D: maximera by + bdys
dia Alyy1+ Al ys <ec, (1.13)
Alyy1 + Ay = co,

Y1 > 07 y2 fI'i,

Detta problem (1.13) utgor alltsa det duala problemet till (1.10).



1.5 Duala problemet till ett LP-problem pa standardform

Betrakta nu ett LP-problem pa standardform, dvs

P minimera c'x

da Ax =Db, (1.14)
x > 0.

Detta ar det specialfall av problemet (1.10) som erhalls om man déar later Ag; = A, ¢; = c,
bo = b och x; = x, medan matriserna och vektorerna A1, A1z, Ags c2, by och x5 samtliga
lamnas “tomma” (dvs icke ndrvarande). Det duala problem till (1.14) &r ddrmed motsvarande
specialfall (med Ag; = A, etc.) till problemet (1.13), dvs, med ys =y,

D: maximera b'y

1.15
da ATy <ec. ( )

Detta problem (1.15) utgor alltsa det duala problemet till (1.14).

Antag att vi har 16st ett givet problem pa formen (1.14) med den version av simplexmetoden
som beskrevs i foreldsning 3, och antag att vi avbrutit algoritmen pa grund av att r, > 0.
Da géller att Agb =b, b >0, Agy = cp och Aly <c, (eftersom r, =c, — Ay > 0).

Léat vektorn x € IR" definieras av att x3 = b och x, = 0 (s& att x #r den aktuella baslos-
ningen). Da &r x > 0 och Ax = Agxg+ A,x, = Agb = b, vilket innebér att x &r en
tillaten 16sning till det primala problemet (1.14), forstas!

Vidare ar ATy < c, eftersom Agy = cg och Aly < c,, vilket innebér att vektorn y € IR™
ar en tillaten 16sning till det duala problemet (1.15).
Slutligen &r c¢'x = ch5 +c)x, = C;X[B = (Agy)Tl_) =yTAgb=y™b=b'y.

Foljande géller alltsa: For det forsta dr x en tillaten 16sning till det primala problemet.
For det andra dr y en tilldten 16sning till det duala problemet. For det tredje &r c'x = bTy.
Tillsammans medfor detta att x dr en optimal 16sning till det primala problemet (1.14), vilket
vi redan visste, men ocksa att y ar en optimal 16sning till det duala problemet (1.15)!

Nar vi har 16st det primala problemet (1.14) med simplexmetoden, och hittat en optimal
16sning x, sa har vi alltsa dven berdknat en optimal 16sning y till det duala problemet (1.15).



