Krister Svanberg, april 2012

1 Positivt definita och positivt semidefinita matriser

Inom ickelinjar optimering, speciellt kvadratisk optimering, &r det viktigt att pa ett effektivt
siatt kunna avgora huruvida en given matris ar positivt definit eller ej. Detta kapitel handlar
om just detta, samt om en del relaterade ting. Vi inleder med lite fakta om nagra speciella
typer av matriser.

1.1 Diagonalmatriser och triangulara matriser

En matris sdges vara kvadratisk om den har lika manga rader som kolonner.

En kvadratisk matris H siges vara symmetrisk om H' = H, dvs om elementen i H uppfyller
hij = hji for alla ¢ och j

En kvadratisk matris D séges vara diagonal om alla element som inte ligger i diagonalen ar
nollor, dvs om d;; = 0 for alla 7 och j sadana att 7 # j. Diagonalelementen i en diagonalmatris
D kallas ofta d; (i stéllet for det mer korrekta d;;). En diagonalmatris D &r alltid symmetrisk,
och den &r icke-singuldr om och endast om samtliga diagonalelement d; ar # 0.

En kvadratisk matris L sdges vara vanstertrianguldr om elementen i matrisen uppfyller att
l;j = 0 for alla i och j sadana att ¢ < j, dvs om samtliga matriselement “nordost” om
huvuddiagonalen ar nollor. Den engelska termen ar lower triangular. En vanstertriangular
matris L dr icke-singular om och endast om samtliga diagonalelement [;; &r # 0.

En kvadratisk matris U sédges vara hégertrianguldr om elementen i matrisen uppfyller att
u;j = 0 for alla ¢ och j sadana att ¢ > j, dvs om samtliga matriselement “sydvast” om
huvuddiagonalen &ar nollor. Den engelska termen &r upper triangular. En hogertriangular
matris U é&r icke-singuldr om och endast om samtliga diagonalelement u;; &r # 0.

En 4 x4 diagonalmatris D, en 4 x4 vanstertriangulér matris L och en 4 x4 hogertriangular
matris U ser alltsa ut pa foljande vis:

d1 0 0 0 ] l11 0 0 0 Uil U112 U113 U4
0 dg 0 0 l21 l22 0 0 0 u22 U223 U4
D = L = s U fd
0 0 d3 0 l31 l32 133 0 0 0 u33 uUs4
L 0 0 0 d4 ] L l41 l42 l43 l44 ] | 0 0 0 Ugq i

En viktig egenskap hos diagonala och trianguldra matriser ar att det ar enkelt att 16sa ek-
vationssystem déar dessa ar inblandade. Om man exempelvis ska 16sa ett ekvationssystem
Lx = b, med L enligt ovan, s& far man l6sningen x genom att i tur och ordning berikna

b by — o1y by —lpzy — lpxe — lyzxs

= —, r9 = ——— Ty = .
Il lao l33 las

Likasa om man ska l6sa ett ekvationssystem Ux = b, med U enligt ovan, sa far man lésningen

x genom att i tur och ordning berdkna

by b3 —uzqmy by —ugqmy — ug3ws
Ty = y L3 = , T2 = , I1
Uy u33 u22

b3 — 3121 — l3272
x1 x3 =

) )

b1 — w14y — u13T3 — 1272

Lot
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Det allra lattaste &r forstas att losa ett ekvationssystem Dx = b, med D enligt ovan. Da far
man lésningen x ur

bk b
xl—dl, $2—d2, $3—d3, ﬂ?4—d4-

1.2 Definition av positivt definit och positivt semidefinit matris

Lat H € IR™™" vara en given symmetrisk matris och lat x € IR™. D4 ar

XTHX == iih”xlx] (11)

i=1 j=1

Om z1,...,z, uppfattas som variabler medan matriselementen h;; ér konstanter,
sa definierar (1.1) en kvadratisk form i x € IR™.

En symmetrisk matris H € IR"*" séges vara positivt semidefinit om
x"Hx >0 for alla x € R"™. (1.2)
En symmetrisk matris H € IR™*"™ sdges vara positivt definit om
x"Hx > 0 for alla x € R"—{0}. (1.3)

Hér betyder x € IR"—{0} att vektorn x € IR" inte &r nollvektorn. (Att man utesluter
nollvektorn beror forstas pa att om x = 0 sa &r x' Hx = 0, oberoende av H. Man kan alltsa
inte kriva att x " Hx > 0 for alla x € IR", ty da skulle ingen matris H vara positivt definit!)
Observera att om H ar positivt definit sa &r H per definition dven positivt semidefinit.

2 1\ . .
. Med x = ar da
5 xT9

xTHx = 22 + 27179 + 20271 + 523 = 22 + 42129 + 523 = (71 + 222)% + 22,
som alltid ar > 0, med likhet om och endast om x; + 225 = 0 och x5 = 0,
dvs om och endast om 1 = x5 = 0.

Matrisen H &r alltsa positivt definit, och darmed &ven positivt semidefinit.

2 1\ . .
. Med x = ar da
4 xI9

x"Hx = 22 + 27129 + 220wy + 423 = 22 + 4wy 79 + 423 = (71 + 222)?,
som alltid &r > 0. Men x"Hx = 0 for (exempelvis) x = (-2, 1)T # 0.
Matrisen H ar alltsa positivt semidefinit men inte positivt definit.

2 1\ . .
. Med x = ar da
3 T9

x"Hx = 22 + 27129 + 2w0m1 + 373 = 22 + dwy20 + 373 = (71 + 222)% — 23,
som dr < 0 for (exempelvis) x = (=2, 1)T.
Matrisen H &r alltsa inte positivt semidefinit, och ddrmed inte heller positivt definit.

Exempel 1. Antag att H =

Exempel 2. Antag att H =

Exempel 3. Antag att H =




1.3 Nagra egenskaper hos positivt definita matriser

1.) Om H &r symmetrisk och positivt definit sa &r H icke-singulér.
Bevis: Om H &r singular sa finns ett x # 0 sadant att Hx = 0,
och da ar dven xHx = 0, vilket strider mot att H &r positivt definit.

2.) Om H &ar symmetrisk och positivt definit sa ar varje diagonalelement h;; > 0.
Bevis: Om exempelvis k11 < 0 sa dr, med x = (1,0,...,0)T, x"Hx = hy; <0.

3.) En diagonalmatris D &r positivt definit om och endast om alla d; & > 0.
Bevis: x"Dx = Dy dﬂ:? som ar > 0 for alla x # 0 om och endast om alla d; > 0.

4.) Om H € IR™™ ar symmetrisk och positivt definit, medan B € IR™** har linjért
oberoende kolonner, sa ir &ven G = BTHB € IRF** symmetrisk och positivt definit.

Bevis: GT = (BTHB)" = B™H'B = BTHB = G visar att G #r symmetrisk.

For ett godtyckligt x € IRF ir xTGx = x'BTHBx = (Bx) H(Bx) > 0, med likhet
endast om Bx = 0, dvs endast om x = 0, vilket visar att G &ar positivt definit.

H; O ]

5.) Antag att H € IR™*™ ar en symmetrisk blockmatris pa formen H = o H
22

dar matriserna Hy; € IR™*™ och Hyy € IR™*™ bada ar symmetriska,
medan O € IR™*™ och OT € IR™*"2 betecknar nollmatriser.
Da ar H positivt definit om och endast om Hq; och Hyo bada ar positivt definita.
Beuvis: Antag forst att Hy; och Heg bada &r positivt definita och tag ett godtyckligt x € IR™.
D4 kan x skrivas x = <§1> € IR"™, dir x3 € IR™ och x3 € R™ (ty n = ni+nz).
2
Om x # 0 sa #r minst en av x; och X9 # 0, varvid x' Hx = x—ernxl + X—2|—H22X2 > 0,
vilket visar att H ar positivt definit.
Antag nu att Hy; inte ar positivt definit.

Da finns ett x; # 0 sadant att x-erllxl <0. Med x = <zl> € IR™ blir da

x"Hx = x-ernxl <0, vilket visar att H inte ar positivt definit.
Antag slutligen att Hoyo inte ar positivt definit.

o . 0

Da finns ett xo # 0 sadant att XgHQQXQ <0. Med x = <x

2

x"Hx = x-Q'—Hgng < 0, vilket visar att H inte ar positivt definit.

> € IR" blir da

6.) En symmetrisk matris H &r positivt definit om och endast om samtliga dess
egenvérden dr > 0. (Bevisas ej hér.)



1.4 Nagra egenskaper hos positivt semidefinita matriser

Vi anvander har forkortningen PSD for positivt semidefinit.

1.) Om H &r symmetrisk och PSD sa dr varje diagonalelement h;; > 0.
Bevis: Om exempelvis hi; < 0 sa dr, med x = (1,0,...,0)T, x"Hx = hy; < 0.

2.) Om H ar symmetrisk och PSD och ett diagonalelement uppfyller h;; = 0,
s& ar h;j = hj; = 0 for alla j. Bevis: Om exempelvis h11 = 0 och hia = ho1 # 0 sa ér,
med x = (21,1,0,...,0)T, xTHx = hos + 2h1221, som ar < 0 for lampligt valt viirde pa 1.

3.) En diagonalmatris D dr PSD om och endast om alla diagonalelement d; &r > 0.
Bevis: x'Dx = ZZ dia:? som ar > 0 for alla x om och endast om alla d; > 0.

4.) Antag att H € IR™ " #r symmetrisk och PSD, och att B € IR"*F,
Da ir G = BTHB € RF** symmetrisk och PSD.

Bevis: GT = (B'THB)" =B"H'B = BTHB = G visar att G #r symmetrisk.
For varje x € IR* ir x'Gx = x'BTHBx = (Bx)"H(Bx) > 0, vilket visar att G &r PSD.

H;; OT ]

5.) Antag att H € IR"™™™ &r en symmetrisk blockmatris pa formen H = o H
22

dar matriserna Hy; € IR™*™ och Hoy € IR™*™2 bada ar symmetriska,
medan O € IR"*™ och O7 € IR"*"™ betecknar nollmatriser.
Da ar H positivt semidefinit om och endast om Hi; och Hyy bada dr positivt semidefinita.

Bevis: Antag att Hy; och Hoy bada ar PSD och tag ett godtyckligt x € IR™.

X2
Diarmed ar x"Hx = x-ernxl + X-QI—HQQXQ > 0, vilket visar att H ar PSD.

Da kan x skrivas x = <X1> € IR", dér x; € IR™ och x2 € IR™ (ty n = nj+na).

Antag nu att Hy; inte &r PSD. D4 finns ett x; sadant att x-erllxl < 0.
Med x = ()0(1> € IR" blir d& x 'Hx = X-{H11X1 < 0, vilket visar att H inte ar PSD.

Antag slutligen att Hao inte &r PSD. Da finns ett xo sadant att XJHgng < 0.

Med x = ( 2 ) € IR blir d& x"Hx = xJ Hooxs < 0, vilket visar att H inte ir PSD.
2

6.) En symmetrisk matris H ar positivt semidefinit om och endast om samtliga dess
egenvarden dr > 0. (Bevisas ej hér.)



1.5 Matriserna ATA och AAT

Lat A € IR™*" vara en given matris, och siatt H = ATA € R"*" och G = AAT € R™*™,

Da ar bade H och G symmetriska, ty
H' = (ATA)T = AT(ATH)T = ATA=H och GT = (AA")T = (A)TAT = AAT = G.

Vidare ar bade H och G positivt semidefinita, ty om x ar en godtycklig vektor i IR"
och y &r en godtycklig vektor i IR™ sa blir

x"Hx = x' ATAx = (Ax)T(Ax) = |Ax|? > 0, och
y'Gy = yTAATy = (ATy)"(ATy) = |ATy]> > 0.

Antag att A har linjdrt oberoende kolonner. Da dr Ax # 0 for varje x € IR"—{0}.
Det betyder att for varje x € IR"—{0} ar

x"Hx = x' ATAx = (Ax)T(Ax) = |[Ax|? > 0,
vilket visar att ATA #r positivt definit om kolonnerna i A #r linjért oberoende.

Antag att A har linjirt oberoende rader. Da ar ATy # 0 for varje y € IR™—{0}.
Det betyder att for varje y € IR"—{0} &r

y'Gy = y'AATy = (ATy)"(ATy) = |ATy> > 0,
vilket visar att AAT &r positivt definit om raderna i A &r linjért oberoende.

Foljande samband kommer ofta till anvindning:

N(ATA) = N(A),
N(AAT) = N(AT),
R(ATA) = R(AT),
R(AAT) = R(A).

Dessa visas pa foljande satt:

XxEN(A) = Ax=0 = ATAx=0 = xc N(ATA).

xENATA) = ATAx=0 = x'ATAx=0 = |[Ax’=0 = Ax=0 = xc N(A).
yENAT) = ATy=0 = AATy =0 = yc N(AA").

YyENAAT) = AATy =0 = yTAATy =0 = |[ATy?=0= ATy =0 = y c N(A").
x € R(AT) & xe N(A)L & xe NATA)L & xc R(ATA).

yERA) & ye N AL & ye N(AAN)L & yc R(AAT).



1.6 LDL'-faktorisering av positivt definita matriser

Om man vill avgora huruvida en given symmetrisk matris ar positivt definit eller ej sa bor
man anvinda sa kallad LDLT-faktorisering, som bygger pa foljande sats.

Sats: En symmetrisk matris H € IR™*"™ &r positivt definit om och endast om
det finns en vanstertriangulir matris L € IR™*™ med alla £;; = 1 och en
diagonalmatris D € IR"*"™ med alla d; > 0 sadana att H = LDL.

Vi ska i detta avsnitt ge ett konstruktivt bevis av denna sats genom att beskriva en algoritm
for LDLT-faktorisering av positivt definita matriser.

I hela detta avsnitt anvands forkortningen PD = symmetrisk och positivt definit.

Forst konstaterar vi att om L och D &r enligt ovan sa foljer av egenskaperna i avsnitt 1.3
att LDLT ar PD, eftersom en diagonalmatris med alla diagonalelement > 0 #r PD, och en
triangulér matris med alla diagonalelement # 0 har savél linjart oberoende kolonner som
linjart oberoende rader.

I resten av detta avsnitt ska vi forutsitta att H ar PD, och visa hur man da kan bestamma
L och D med egenskaper enligt ovan, sidana att H = LDL.

For att gora framstéllningen mindre teknisk (och forhoppningsvis lattare att folja) ndjer vi
oss med att beskriva metodiken for specialfallet att H &ar en given symmetrisk 4 x 4-matris.
Generaliseringen till en godtycklig symmetrisk n x n—matris torde sedan vara uppenbar.

Vart mal r alltsa att genomfora faktoriseringen H = LDLT, dér

hot hoo hos hoy 0 do 0 0 l91 1 0 0
h31 hzz hsz hag 0 0 d3 O I3t Iz 1 0
| har hag haz hay | 0 0 0 dy |l lap Dy 1

Av orsaker som snart kommer att framga doper vi forst om elementen i H till hg).

Vi har alltsa att

r 1 1 1 1) 7
my ny owg Ay
W M 1) 0
S S AU
H = ?11) ?12) ?f’) ?f) dir h{) = nl) for alla i och j.
h31 h32 h33 h34
1 1 1 1
L hé(ll) h4(12) h1(13) hé(i4) .

Att H ar positivt definit medfor speciellt att elementet hgll) > 0. Darfor kan man dra multipler

av forsta raden i H fran de 6vriga raderna, sa att samtliga element nedanfoér diagonalelementet
h{Y) i forsta kolonnen blir nollor.

Detta motsvarar att matrisen H multipliceras fran vanster med matrisen E; nedan.

Forsta raden i H paverkas inte av dessa radoperationer, sa den forsta raden i matrisen E{H
ar identisk med den forsta raden i H. Ovriga rader paverkas diremot, sa dess element far



heta hg). Man har da att

- B, B 1 1 1 1) 7
10 0 O h§1) th) h§3) h(14)
i 1 0 0 0 %) hS) K
E, = och E,H= o
—lp 010 0 hi(n) hé?,) h(34)
_ 1 2 2 2
a0 0 1] o
pH B0
dir Iy =~ och ) = hi) =1k} = hjj) — <L fori=2,3,4 0ch j = 2,3,4.
hll hll

Dérefter kan man dra multipler av forsta kolonnen i E{H fran de 6vriga kolonnerna, sa att
samtliga element till hoger om diagonalelementet hgll) i forsta raden blir nollor.

Detta motsvarar att matrisen E;H multipliceras fran hoger med matrisen EJ. (Att det &r
samma matris E; som dyker upp en gang till, fast nu transponerad, beror pa att matrisen H

ar symmetrisk sa att hﬁ-) = hﬁ) for j = 2,3,4. Darfor ar det samma multipler som anvands

: . . . 2) . .
vid kolonnoperationerna som vid radoperationerna.) Elementen hz(-j) paverkas inte av dessa

)

operationer eftersom forsta kolonnen i E;H enbart har nollor nedanfor hgll . Da éar alltsa

hY 0 0 0]

2 2 2
I AT
1= = 2 2 2
0 A hG A

2 2 2

0 ng g b
2 2 2

hyy by b

Att H ar PD medfor att ElHEI ar PD, vilket medfor att matrisen h:%) hi(f,,)) hi(,)i) ar

2 2 2
ny nE R
PD, vilket medfor att hg) > 0.

D4 kan man dra multipler av andra raden i E{HE] fran de tva sista raderna, si att samtliga
element nedanfoér diagonalelementet h(222) i andra kolonnen blir nollor.

Detta motsvarar att matrisen E;HE] multipliceras fran viinster med matrisen Eo nedan.
De tva forsta raderna i EyHE] paverkas inte av dessa radoperationer, Ovriga rader paverkas

diremot, sa dess element far heta hg-’). Man har da att

(1 0 0 0] (Y 0 0 0]

0 1 0 0 0o n nE nd
E, = och E,E HE] = > ?;’) ?;*)

0 =32 1 0 0 0 hyy hyy

(0 —lp 0 1] L0 0 AY R
K2 KO p®

dir lip = —2 och hy) = by —lshl) = B3 — 252 fori=3,4 0ch j=3,4.

h22 h‘22



Déarefter kan man dra multipler av andra kolonnen i EQEIHElT fran de tva sista kolonnerna,

sa att samtliga element till hoger om diagonalelementet .y,

(2)

i andra raden blir nollor.

Detta motsvarar att matrisen EoEHE] multipliceras fran hger med matrisen EJ .

Elementen hg’)
B 1
hiy
0
E.EHEE] =
0

0

0
2

0
0

hs

)

0

0
3
sy

3
Tt

paverkas inte av dessa operationer. Da ar alltsa

0

0

3
g

3
v

Att H &r PD medfor att EoE;HE]EJ dr PD, vilket medfér att matrisen

PD, vilket medfér att hly > 0.

3 3
8 )

3
hiy

o)

ar
44

D4 kan man dra en multipel av tredje raden i EoEHE] EJ fran fjirde raden, sa att elementet

nedanfor diagonalelementet hg? blir en nolla. Detta motsvarar att matrisen EoE;HE] EJ
multipliceras fran vénster med matrisen E3 nedan.

De tre forsta raderna i paverkas inte av denna radoperation, Fjarde raden paverkas daremot,
sa dess element far heta hg). Man har da att

(1 0 0 0] (hY 0 0 0]
0O 1 0 0 o ¥ o0 o0
E; = och E;E,EHEJE] = 2 6 @
0 0 1 0 0 0 hyy hyy
[0 0 —la 1] [0 0 0 hf ]
(3) (3)7,(3)
. KIh
dir Ly =~ och h{) = B —lshl = hi) — 2
33 h33

Slutligen kan man dra en multipel av tredje kolonnen i E3E;E;HE]EJ fran den fjirde

kolonnen, sa att elementet till héger om diagonalelementet h:(g,) blir en nolla.

Detta motsvarar att matrisen E3E2E1HE-1'—E-2'— multipliceras fran héger med matrisen Eg‘

4)

Elementet h514 paverkas inte av denna operation. D& ar alltsa

2Y 0 0 0
o xJ 0 o0
E;E,E,HE]EJE] = c (1.5)
o o AP o
4
0o 0 0 AY
Att H éir PD medfor att EsEoE,HETEJET éir PD, vilket i sin tur medfér att b} > 0.



Lat diagonalmatrisen i (1.5) heta D, dvs
D = EsE,E HE|EJE]. (1.6)
Eftersom varje radoperationsmatris Ej, &r icke-singulér, sa ar (1.6) ekvivalent med att
H=E 'E,'E;'D(Ej) '(E]) '(E])". (1.7)

Trevligt nog ar det enkelt att berikna saval inversmatriserna E,;l som produkten E1_1E2_ 1E§1.
Man far namligen att

1 0 0 0] (1 0 0 0] 1 0 0 0]
. Iy, 1 0 0 ) 0 1 0 0 ) 0 1 0 0
E " = , By = , B3 = ,
Is3, 0 1 0 0 Iz 1 0 0 0 1 0
_l41 0 O 1_ _0 lyos O 1_ _O 0 Iy3 1_
1 0 0 o][1 o o o][1 0o 0 O] 1 0 0 0]
lsy 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 loy 1 0 0
samt —
ls; 0 1 0 0 I3 1 0 0 0 1 0 lsg Iz 1 0
_l41 0 0 1_ _O l42 0 1_ _0 0 l43 1_ L l41 l42 l43 1_

Produkten EflEg 1E§1 ar alltsa en nedat vanstertriangular matris med ettor pa diagonalen.
Denna matris kallar vi for L, dvs

L=E'E;'E;". (1.8)
Da&ir LT = (E;'Ey 'Ex')T = (B3 ) T(E; ) T(Br ) = (E])"(E])"(B]) ™,
och darfor overgar (1.7) till
H = LDL". (1.9)

LDL"-faktoriseringen av H #r dirmed klar.



1.7 Ett exempel pa LDL"-faktorisering

Vi ska avgora om foljande matris H ar positivt definit, eller positivt semidefinit, eller inget-
dera, genom att LDLT-faktorisera den.

2-1 0 0

-1 2 -1 0
H=

0 -1 2 -1

0 0 -1 2

Addera forst % ganger rad 1 till rad 2 och addera sedan % ganger kolonn 1 till kolonn 2.
Det ger

1 000 2 0 0 O
1 3
5 1 00 0 5 -1 0
E = |2 och E{HE| = 2
0010 0 -1 2 -1
0 0 01 0 0-1 2
Addera nu % ganger rad 2 till rad 3 och addera sedan % ganger kolonn 2 till kolonn 3.
Det ger
1 0 00 20 0 O
0100 1 |03 0 0
E2 = 9 OCh EQElHEl E == 4 )
0 5 10 00 3 -1
0 001 0 0-1 2

Addera nu % ganger rad 3 till rad 4 och addera sedan % ganger kolonn 3 till kolonn 4.
Det ger

1000 2.0 0 0

0100 02 00

E; = och E;E,E\HE/EJE] = 2

00 10 0020

3 5

0031 000 2

Dérmed &r LDLT-faktoriseringen klar, och man har att

1 0 0 072 0 0 0][1 -3 0 O

1 3 2
Horiprr— |2 1 0 00 3 0 010 1 -5 0
0-2 1 of||l0 0 5 O0f|]|]O 0 1 -2
0 0-2 1]J[0o 0o 0 2Jl0o 0 0 1

Eftersom alla diagonalelement i D dr > 0 kan man dra slutsatsen att H ar positivt definit.
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1.8 LDL'-faktorisering och kvadratkomplettering

Det finns ett nira samband mellan LDLT-faktorisering och gammal hederlig kvadratkomplet-
tering. Vi ska har illustrera detta samband pa exemplet i foregaende avsnitt.

Lat x € IR* och bilda den kvadratiska formen
x"Hx = 227 — 2x129 + 223 — 229x3 + 223 — 22314 + 2275 (1.10)
Med hjélp av LDLT-faktoriseringen erhalls att

x"Hx = x'LDL'x = (L'x)TD(L"x), dir

1 —% 0 0 I Tr1 — %1'2
LTX _ 0 1 —% 0 ) _ T — %1}3
0 0 1 —% T3 T3 — %x4
0 0 0 1 Ty Ty
Déarmed ar
Tr1 — %172 T 2 0 0 0 Tr — %l’Z
2 3 2
To — 5T 0 5 00 To — 3T
x"Hx = (L'x)"D(L'x) = ? 5 ’ 2, ? ; ’ , dvs
I3 — 11'4 0 0 3 0 r3 — 11'4
T4 000 3 T4
x"Hx = (L'x)"D(LTx) = 2(z1 — 322)% + (22 — 323)? + 5 (w3 — 324)? 4+ 323, (1.11)

Med hjilp av LDLT-faktorisering har alltsé den kvadratiska formen x"Hx i (1.10) verforts
till en summa av kvadrater. Ett alternativt satt att utfora detta ar med kvadratkomplettering.
Hér foljer en beskrivning av hur detta gar till for ovanstaende exempel.

Forst elimineras blandade termer som innehaller faktorn ;1 med hjélp av omskrivningen

223 — 2z129 = 2(23 — 2122) = 2((z1 — $32)% — $23). Detta ger att
x Hx = 2(z1 — %xQ)Q + %:r% — 2xox3 + 21';2,, — 2x314 + 2@21.

Sedan elimineras blandade termer som innehaller faktorn x5 med hjilp av omskrivningen

323 — 2mow3 = 3(23 — dwgxs) = 3((v2 — 223)% — §23). Detta ger att

x Hx = 2(x; — %x2)2 + %(a:g — %x3)2 + %x% — 2x314 + 223

Slutligen elimineras blandade termer som innehaller faktorn x3 med hjilp av omskrivningen

%x% — 2z3xy = 3(2} — Swszy) = 3((w3 — 224)% — Za%). Detta ger att
xTHx = 2(z1 — 322)% + 3(22 — 323)? + 5(23 — 234)% + 223, (1.12)

vilket dr exakt detsamma som (1.11).
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1.9 LDL'-faktorisering av positivt semidefinita matriser

I avsnitt 1.6 beskrevs hur man med hjilp av LDLT-faktorisering kan avgora huruvida en given
symmetrisk matris dr positivt definit eller ej. En naturlig foljdfraga &r da om man pa ett
motsvarande sitt kan avgora huruvuda en given symmetrisk matris ar positivt semidefinit
eller ej. Svaret ar att det kan H(L;LH gora med hjilp av en modifierad LDLT-faktorisering, dér
(2

man tillater diagonalelement h;;” att vara = 0.

Sats: En symmetrisk matris H € IR™*™ &r positivt semidefinit om och endast om
det finns en vénstertrianguldr matris L € IR™*™ med alla £;; = 1 och en
diagonalmatris D € IR"*"™ med alla d; > 0 sadana att H = LDL.

Vi ska i detta avsnitt ge ett konstruktivt bevis av denna sats genom att beskriva en algoritm
for LDLT-faktorisering av positivt semidefinita matriser.

I hela detta avsnitt anvands forkortningen PSD = symmetrisk och positivt semidefinit.

Forst konstaterar vi att om L och D ar enligt ovan sa foljer av egenskaperna i avsnitt 1.4 att
LDL' é&r PSD.

Antag fortsattningsvis att H &r PSD, och antag for enkelhets skull att n = 4.

D4 kan man forsoka anvinda metodiken i avsnitt 1.6 for att LDLT-faktorisera matrisen H.
Det som kan intréffa om H inte &r positivt definit ar att nagot diagonalelement hg) blir < 0.
Men eftersom H &r PSD sa kan inte hg) < 0, enligt egenskaperna i avsnitt 1.4.

Alltsa ar det “vérsta” som kan hénda att nagot eller nagra hg? =0.

Antag exempelvis att hg) = 0. Eftersom H forutsatts vara PSD sa foljer da att

h%) = hg) = héi) = hg) = 0, enligt egenskaperna i avsnitt 1.4.

Man har da kommit till foljande lage, jamfor avsnitt 1.6.

B 1
Y 0 0 o Y 0o 0 o
. 0 h8) wS) AP 0 0 0 0
ErHE, = @ ;@ 0| @ 5@
0 h32 h33 h34 0 0 h33 h34
Lo n ng w@ ] Lo o ) A
Da later man helt enkelt
1 0 0 0] (Y0 0 0]
)
01 0 0 0 h 0 0
E, = , varvid E,E,HEJE] = > ,
0O 0 1 O 0 0 hg? h;(;i)
0 0 0 1] L0 0 Y AP

med hYy) =0 och h{Y = h{? fori=3,4och j = 3,4.
Detta uttryck kan jémforas med motsvarande uttryck i avsnitt 1.6. Skillnaden &r att dar var
hg) > (0, medan héar ar h%) = 0. Dessutom ar matrisen Es nu en enhetsmatris, vilket den

typiskt inte var i avsnitt 1.6 (om inte ¢35 och ¢49 bada rakade bli = 0).
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Sedan fortsdtter processen som i avsnitt 1.6. Nar man ar fardig har man kommit till 1aget

E;E,E HE/EJE] =

dar samtliga hz(f) > 0.

iy
0
0
0

0
2

hgy
0
0

0

0
3
sy

0

h

0
0
0

(4)
44

(1.13)

Ur detta erhalls att H = LDL", med D enligt ovan och L = EflEglEgl som i likhet med i

avsnitt 1.6 ar pa formen

13
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1_
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1.10 Ett nytt exempel pad LDL'-faktorisering

Vi ska avgora om foljande matris H ar positivt definit, eller positivt semidefinit, eller inget-
dera, genom att LDLT-faktorisera den.

1 -1 0 0

-1 2 -1 0
H=

0 -1 2 -1

0O 0 -1 1

Addera forst 1 ganger rad 1 till rad 2 och addera sedan 1 ganger kolonn 1 till kolonn 2.
Det ger

1 0 00 1 0 0 O

1100 - |0 1 -1 0
E1: och ElHE =

0 010 0 -1 2 -1

0 001 0 0-1 1

Addera nu 1 ganger rad 2 till rad 3 och addera sedan 1 ganger kolonn 2 till kolonn 3.
Det ger

1000 10 0 O

0100 e |01 0 0
E2 = OCh E2E1HE1 E, = ’

0110 00 1-1

0 001 0 0-1 1

Addera nu 1 ganger rad 3 till rad 4 och addera sedan 1 ganger kolonn 3 till kolonn 4.
Det ger

1 0 00 1 0 00
01 00 ToToT 01 00
E3 = och E3E2E1HE1 E2 E; =
0 010 0010
0 011 0 00O
Dérmed &r LDLT-faktoriseringen klar, och man har att
1 0 0 1 0 00 1 -1 0 0
T 1 0 0100 0 -1 0
H=LDL' =

0 -1 1 0 0 010 0 0 1 -1
0 0 -1 1 00 00 0 0 0 1

Eftersom alla diagonalelement i D ar > 0 kan man dra slutsatsen att H ar positivt semidefinit,
men inte positivt definit eftersom ett diagonalelement i D ar = 0.
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