Krister Svanberg, april 2012

1 Konvexa optimeringsproblem — grundlaggande egenskaper

Ett optimeringsproblem &r i viss mening godartat om det tillatna omradet ar en konver
méngd och den malfunktion som ska minimeras ar en konver funktion pa denna méangd.

I detta kapitel behandlas nagra grundlaggande egenskaper hos denna typ av problem.

Det dppna intervallet mellan 0 och 1, dvs méngden {t € IR |0 < t < 1}, betecknas (0, 1).

1.1 Konvexa mangder i IR"

Def: En given méngd C' C IR™ ar konvex om det for varje x € C, y € C och t € (0,1)
galler att (1-t)x+ty e C, dvs x+t(y—x) € C.

I ord séger denna definition att C' ar en konvex mangd om det for varje par av punkter x och
y som ligger i C' géller att varje punkt pa linjestycket mellan x och y ocksa ligger i C.

I IR? utgor exempelvis omradet innanfor en ellips en konvex méngd, liksom omradet innanfor
en triangel eller en rektangel. Daremot ar omradet innanfor en tvadimensionell “julstjarna”
inte en konvex méangd.

Exempel: Om A € IR™*™ ar en given matris och b € IR™ ar en given vektor sa adr mangden
{x € R" | Ax > b} konvex. Ty antag att bade x och y tillhér méngden, dvs att Ax > b
och Ay > b, ochlat w = (1-t)x+ty dar t € (0,1). Da géller att Aw = (1-t) Ax+t Ay >
(1—t)b + tb = b, vilket betyder att &ven w tillhér méngden.

1.2 Konvexa funktioner och strikt konvexa funktioner

Def: Lat C' C IR™ vara en given konvex méangd och f en reellviard funktion definierad pa C.
f ar en konvex funktion pa C' om foljande olikhet &r uppfylld for varje x € C, y € C
ocht e (0,1): f((1-t)x+ty) <(1-t)f(x)+tf(y).

En ofta anvéndbar ekvivalent form pa ovanstaende olikhet ar foljande:
Fx+t(y—x)) < F(x) + £ (F(y)— F(x)).

Om vénsterledet ar strikt mindre &n hogerledet (dvs <) for allax € C och 'y € C
med x # y sa ar f en strikt konvex funktion pa C.

Definitionen kan geometriskt tolkas som att varje linjar interpolation av en konvex funktion
ligger “ovanfor” grafen till funktionen.

I envariabelfallet (dvs n = 1) &r bland andra f6ljande funktioner konvexa pa C' = IR:

fl@) ==, f(z)=2% f(z)=2" f(z)=e" f(x)=e" och f(z)=|z|.

Samtliga utom den forsta och den sista &r dessutom strikt konvexa.

Lemma: Antag att C' ar en konvex méangd och att f och g ar tva konvexa funktioner pa C.

Lat funktionen h definieras av att h(x) = f(x) + g(x) for alla x € C.
Da ar h en konvex funktion pa C.



Bevis: For varje x € C, y € C och t € (0,1) géller att:
h(1=t)x+ty) = f(1-t)x+ty)+g((1-t)x+ty) <
< (A=) f(x)+tf(y) + (1-t)g(x) + tg(y) =
=[1=-0)(f(x) +9(x)) +t(f(y) + 9(y)) = A=t)h(x) + t h(y),
vilket visar att h ar konvex pa C.

1.3 Konvexa optimeringsproblem

Lat F C IR™ vara en given konvex mangd och lat f vara en given konvex funktion pa F.
Da séges foljande problem KP vara ett konvext optimeringsproblem:
KP: minimera f(x)

1.1
da xe F. (1)

Funktionen f kallas malfunktionen till problemet KP.

Méngden F kallas tillatna omradet till problemet KP.

x € IR™ &r en tillaten losning (eller tillaten punkt) till problemet KP om x € F.
%X € IR™ ar en optimal l6sning om X € F och dessutom f(%) < f(x) for alla xe F.

1.4 Optimalmingden till konvexa optimeringsproblem
Optimalméangden till det konvexa optimeringsproblemet (1.1) definieras som méangden av
optimala l6sningar till problemet. Ett av foljande tre alternativ géller alltid:

(i) Optimalméngden &r tom.
(ii) Optimalméngden bestar av en enda optimal 19sning X.
(ili) Optimalméngden bestar av flera olika optimala l6sningar.

Ett exempel pa (i) erhélls med F = IR? och f(x) = e %1722,
Ett exempel pa (ii) erhélls med F = IR? och f(x) = 23 + 3.
Ett exempel pa (iii) erhalls med F = IR? och f(x) = (z1—x2)>.

Angaende alternativ (iii) kan foljande sigas:

Lemma: Om det finns fler &n en optimal 16sning till problemet (1.1) sa finns det oandligt
manga optimala l6sningar, och optimalméngden ar en konvex méngd i IR".

Féljande lemma visar att alternativ (iii) aldrig kan gélla om malfunktionen &r strikt konvex.
Lemma: Om f ar strikt konvex (och F &r konvex) sa har (1.1) hdgst en optimal 16sning.

Att bevisa dessa bada lemman &r en lamplig (och inte sdrskilt svar) 6vningsuppgift.



1.5 Tillatna riktningar och avtaganderiktningar i en given tillaten punkt

Givet en tillaten punkt x € F sa vill man ibland veta i vilka riktningar det dr mdojligt att
ga utan att omedelbart hamna utanfor F. Ibland vill man dven veta i vilka riktningar som
malfunktionen avtar (dvs i vilka riktningar som grafen till funktionen “lutar nedat”).

Def: Vektorn d € IR"™ &r en tillaten riktning i punkten x € F
om det finns ett tal € > 0 sadant att x +tdeF for alla t € (0,¢).
Vektorn d € IR™ ar en avtaganderikining till malfunktionen f i punkten x€F
om det finns ett tal ¢ > 0 sadant att f(x+td) < f(x) for alla t € (0,¢).
Vektorn d € IR™ ar en tillaten avtaganderiktning i punkten x € F
om d &r bade en tillaten riktning och en avtaganderiktning i x.

1.6 Tillatna avtaganderiktningar och optimalitet

Foljande sats ar mycket anvandbar nér man ska avgora huruvida en given punkt X ar
en optimal 16sning till problemet KP eller inte.

Sats: En given punkt % € F &r en optimal 16sning till problemet KP, dvs till (1.1),
om och endast om det inte finns nagon tillaten avtaganderiktning i X.

Bevis: Antag forst att det finns en tillaten avtaganderiktning d i X.

Da finns det ett tal 1 > 0 sadant att X +td € F {or alla ¢t € (0,¢7).

Vidare finns det ett tal o > 0 sadant att f(x+td) < f(X) for alla t € (0,e2).

Lat nu e = min{ey, e2} = det minsta av talen £; och es.

Da ar € > 0, och for varje t € (0,¢) géller dels att X +td € F, dels att f(X+td) < f(%),
vilket innebér att X inte ar en optimal 16sning till problemet KP.

Antag omvant att X € F inte ar en optimal 16sning till problemet KP.

Da finns det (minst) en punkt y € F sadan att f(y) < f(X).

Vi ska visa att vektorn d = y—% &r en tillaten avtaganderiktning i X.

Lat x(t) =% +td for t € (0,1), dér alltsa d = y—x%, dvs x(t) = X+t (y—%).

Att F ar en konvex méngd medfor att x(t) € F for allat € (0,1), vilket i sin tur medfor att d
ar en tillaten riktning i X. Att f dr en konvex funktion medfor att f(x(t)) = f(X+t (y—%)) <
<f&)+t(f(y)—f(%)) < f(x) for allat € (0,1), sa att d &r en avtaganderiktning i %.



2 Minimering av en kvadratisk funktion utan nagra bivillkor

En funktion f: IR" — IR &r en kvadratisk funktion om den kan skrivas pa formen
f(x) = 3x"Hx + ¢"x + ¢, (2.1)

dar H € IR™™™ &r en given symmetrisk matris, ¢ € IR™ &r en given vektor och ¢y € IR ar
en given konstant. x € IR™ ar som vanligt variabelvektorn.

Antag exempelvis att n = 3 och att
f(x) = :L‘% + 21‘% + 31‘% — 2129 — 2w9w3 + 3wy + bxr1 — 3w9 + Tx3 + 8. (2.2)

Da kan f(x) skrivas pa formen (2.1) med

T 2 -1 1 )
x=|2z2 |, H=|-1 4 -2 |, c=| -3 och ¢y =8. (2.3)
T3 1 -2 6 7

Punkten % € IR" ar en minimalpunkt till f om f(%X) < f(x) for alla x € IR™.

f ar nedat begrinsad om det finns ett tal p € IR sadant att f(x) > u for alla x € IR™.

Om f inte ar nedat begransad sa ar f nedat obegréinsad i enlighet med foljande definition:
f &r neddt obegrdnsad om det till varje tal u € IR (t ex pu = —10%9) finns minst ett x € IR"
sadant att f(x) < p. Om f &r nedat obegriansad sa kan det inte finnas nagon minimalpunkt
X till f, ty vilken punkt X man &n foreslar sa finns det alltid ndgon annan punkt x med
f(x) < f(%x). (Satt bara p = f(X) i ovanstaende definition av nedat obegréinsad.)

2.1 Taylorutveckling av en kvadratisk funktion

Foljande samband ar anvandbart. Det géller for samtliga x € IR™, d € IR" och t € IR,
forutsatt att f &r definierad enligt (2.1) med H symmetrisk.

fx+td) = f(x) +t(Hx+c)'d+ 3 2d"Hd. (2.4)

Beviset av (2.4
f(x+td) =35

bestar av foljande rattframma kalkyler.
T(x+td)TH (x+td)+c'(x+td) +co =
3(x"Hx +tx"Hd +td"Hx +t*d"Hd) + ¢"x + tc'd + ¢g =
3x Hx+c'x+c+t(3x Hd+ 5d"Hx +c'd) + 5 t*d"Hd =
= f(x)+t(Hx+c)'d+1t?d"Hd.
4)

Om man i (2.

)
(

satter t = 1 och d = y—x sa erhalls sambandet
fly) = f(x) + Hx +¢)"(y—x) + § (y—x) TH(y —x), (2.5)

som géller for alla x € IR" och y € IR", dér alltsa f &r enligt (2.1) med H symmetrisk.



Anmdrkning: Det kanske kan vara intressant att notera att (2.4) och (2.5) ar ekvivalenta med
en Taylorutveckling av funktionen f i punkten x. Enligt Taylors formel géller exempelvis att

fly)=f(x)+Vf(x)(y—x) + % (y—x)TVQf(x)(y—X) -+ en restterm, (2.6)
dir Vf(x) = <§j(x), ,;j(x)> ar gradienten av f i x, medan V2f(x) ar hessianen
1 n

2

0
a.%ial'j
Det &r latt att derivera den kvadratiska funktionen f, definierad av (2.1) med H symmetrisk,
och da erhalls att V f(x) = (Hx +c)T och V2f(x) = H. Vidare blir resttermen alltid = 0 d&
man tar med alla termer upp till och med andra graden vid Taylorutveckling av en kvadratisk
funktion. Darfor &r (2.5) och (2.6) ekvivalenta.

av f i x, en matris med elementen (x),for i=1,...,n och j=1,...,n.

Formlerna (2.4) och (2.5) kommer att anvéndas ganska ofta i fortséttningen, men ekvivalensen
mellan (2.5) och (2.6) utnyttjas inte explicit i detta héfte.

2.2 Konvexa och strikt konvexa kvadratiska funktioner

Vilka kvadratiska funktioner ar konvexa? Svaret ges av foljande lemma.

Lemma: Den kvadratiska funktionen f i (2.1), med H symmetrisk,
ar konver pa IR™ om och endast om H &r positivt semidefinit,
och strikt konvexr pa IR™ om och endast om H &r positivt definit.

Bevis: Enligt definitionen ar f en konvex funktion pa IR™ om och endast om
fx+t(y—x)) < f(x)+t(f(y)—f(x)) for allat € (0,1), x € R" och y € R",

och f ar strikt konvex pa IR™ om och endast om

fx+t(y—x)) < f(x)+t(f(y)—f(x)) for alla t € (0,1), x € R" och y € IR” med x #y.
For vénsterledet i olikheten géller, enligt (2.4) med d = y —x, att

flx+t(y—x) = f(x) +t(Hx+c) (y—x) + 3 * (y—x) H(y —x).

For hogerledet i olikheten géller, med utnyttjande av (2.5), att

F(x) + £ (F(y) = () = F(x) + 1 (f(x) + (Hx + )T (y—x) + 1 (y—x) TH(y—x) — f(x)) =
f(x)+t(Hx+c) (y—x) + 3t (y—x) TH(y —x).

Dirmed ges hogerledet minus véinsterledet av uttrycket % ¢ (1—¢)(y —x) "H(y —x).

Men detta uttryck ar > 0 for alla ¢ € (0,1), x € IR" och y € IR" om och endast om matrisen
H &r positivt semidefinit, och det &r > 0 for alla t € (0,1), x € IR" och y € IR" med x #y
om och endast om matrisen H ar positivt definit.

2.3 Avtaganderiktningar i en given tillaten punkt

For saval konvexa som icke-konvexa kvadratiska funktioner galler foljande lemma.

Lemma: Antag att f &r enligt (2.1), med H symmetrisk.
Ett tillrackligt villkor for att d € IR™ ska vara en avtagande-
riktning till f i punkten x € IR™ #r att (Hx +c¢)'d < 0.



Bevis: Antag att (Hx +c¢)'d < 0. Sitt ¢ =—2(Hx +c¢)'d > 0. Med hjilp av (2.4) erhalls
déatt f(x+td)=f(x)+t(Hx+c)'d+3t°d"Hd = f(x) + 5t (—g+td"Hd) < f(x)
for alla t > 0 sadana att td"Hd < ¢, dér alltsa ¢ > 0 enligt ovan.

Detta visar att d ar en avtaganderiktning i punkten x.

For konvezxa kvadratiska funktioner galler &ven omvéandningen till ovanstaende lemma.

Lemma: Antag att f ar enligt (2.1), med H symmetrisk och positivt semidefinit.
Ett nédvandigt och tillrackligt villkor for att d € IR™ ska vara en
avtaganderiktning till f i punkten x € IR™ #r att (Hx +c¢)'d < 0.

Bevis: Det aterstar att visa att om (Hx +¢)Td > 0 sa #r d inte en avtaganderiktning i x.
Antag alltsa att (Hx +c¢)Td > 0. Med hjilp av (2.4) erhalls da att
f(x+td)=f(x)+t(Hx+c)"d+ 3t2d"Hd > f(x) for alla t > 0, eftersom d"Hd > 0,
vilket visar att d nu inte ar en avtaganderiktning i punkten x.

2.4 Minimering av en icke-konvex kvadratisk funktion utan bivillkor

Antag att den kvadratiska funktionen f ej ar konvex, dvs att H ej ar positivt semidefinit.
D4 finns det vektorer d € IR" sidana att d'Hd < 0.

Lat d vara en sadan vektor, sitt x(¢) = td, déar ¢t € IR, och lat ¢t — +oo.

Dé erhalls att f(x(t)) = f(td) = $3t?°d"Hd +tc'd + ¢ — —o0,

eftersom koefficienten %dTHd som multiplicerar t? &r negativ.

Det betyder att f ar nedat obegransad, vilket i sin tur medfor att det inte finns nagon
minimalpunkt till f. I fortsdttningen av detta kapitel kommer vi darfor att forutsétta

att f ar konvex, dvs att H &r positivt semidefinit.

2.5 Minimering av en konvex kvadratisk funktion utan bivillkor

Nu forutsétts att H ar positivt semidefinit, sa att den kvadratiska funktionen f &ar konvex.
Eftersom dessutom det tillatna omradet F = IR™ ar en konvex méngd, sa ar problemet att
bestdmma en minimalpunkt till f ett konvext optimeringsproblem av typen (1.1), som i detta
fall kan skrivas

minimera %XTHX +c™x+ ¢

Q (2.7)
da x e R".
Sats: Antag att H ar positivt semidefinit. Da ar punkten X € IR™ en optimal 16sning
till problemet (2.7) om och endast om Hx =—c.

Bevis: Problemet ar konvext, sa X ar en optimal 16sning om och endast om det inte finns
nagon tillaten avtaganderiktning till malfunktionen i punkten X, se satsen i avsnitt 1.6.

Men eftersom tillatna omradet &r hela IR™ sa &r varje vektor d € IR™ en tillaten riktning i X,
och enligt avsnitt 2.3 #r d € IR" en avtaganderiktning i ® om och endast om (Hx+c)'d < 0.
Alltsa &r % en optimal 16sning om och endast om (H% +¢)'d > 0 for alla vektorer d € IR,
vilket i sin tur ar uppfyllt om och endast om HX + ¢ = 0, dvs om och endast om HX =—c.



Om H &r positivt semidefinit sa ges alltsa varje minimalpunkt till f av ekvationssystemet
Hx =—c. Detta ekvationssystem har (minst) en 16sning om och endast om —c € R(H).
Om déremot —c ¢ R(H) sa saknar ekvationssystemet Hx = —c l6sning, och da finns det
alltsa ingen minimalpunkt till f. Foljande sats visar att man kan sidga mer &n sa.

Sats: Antag att H &r positivt semidefinit och att —c ¢ R(H).
Da finns en vektor d € IR"™ sadan att om man sétter x(t) = td, dér ¢t € IR,
sa géller att f(x(t)) — —oo da t — +o00. (Dvs funktionen f &r nedat obegrénsad).

Bevis: Eftersom H ar symmetrisk sa ar de bada underrummen N (H) och R(H) varandras
ortogonala komplement, sa att vektorn —c € IR"™ pa ett unikt satt kan skrivas pa formen
—c=d+ p, diar d € N(H) &r ortogonala projektionen av —c pa N (H) och p € R(H)

ar ortogonala projektionen av —c pa R(H). Att —c ¢ R(H) medfor att d # 0, sa att
c'd=—(d+p)'d=-d'd—p'd=-d"d = —|d|?> < 0. Observera ocksa att Hd = 0.
Sétt nu x(t) = td, dar ¢t € IR, och lat t — 400. Da erhalls att

f(x@) = f(td) = 2t?*d"THd + tc"d + ¢y = —t|d* + ¢p — —oc.

2.6 Minimering av en strikt konvex kvadratisk funktion utan bivillkor

Hér behandlas nu det viktiga specialfallet att matrisen H &r positivt definit, dvs att den
kvadratiska funktionen f ar strikt konvex.

Om H &r positivt definit sa géller dels att H &r positivt semidefinit (ty varje positivt definit
matris ar &ven positivt semidefinit), dels att ekvationssystemet Hx = —c har exakt en 16sning
(ty varje positivt definit matris ar icke-singulér).

Det betyder enligt ovan att den kvadratiska funktionen f(x) = %XTHX +c"x + ¢ har en
unik minimalpunkt som kan bestdmmas genom att 16sa ekvationssystemet Hx = —c.

Den unika 16sningen X till detta ekvationssystem &r ocksa den unika minimalpunkten till f.

2.7 Sammanfattning av resultaten i detta kapitel

Lat f(x) = 3x"Hx + c'x + ¢g, med H symmetrisk.

% € IR™ ar en minimalpunkt till f om och endast om H &r positivt semidefinit och HX =—c.
Speciellt om H &r positivt definit sa har ekvationssystemet Hx = —c en unik 16sning X som
ocksa ar den unika minimalpunkten till f.

Om H ar positivt semidefinit, men ekvationssystemet Hx = —c saknar 16sning, sa ar f nedat
obegransad och saknar minimalpunkt.

Om H ej ar positivt semidefinit sa dr f nedat obegransad och saknar minimalpunkt.

P& kdpet har vi visat féljande intressanta egenskap hos kvadratiska funktioner:

Det finns (minst) en minimalpunkt till f om och endast om f &r nedat begrénsad.



