Krister Svanberg, april 2012

1 Kvadratisk optimering under linjara likhetsbivillkor

I detta kapitel behandlas foljande kvadratiska optimeringsproblem under linjara likhets-
bivillkor:

minimera %XTHX +cTx+ ¢

(1.1)
da Ax=b.
Héar ar A € R™*™ och H € IR™*" givna matriser med H symmetrisk. Vidare & b € IR™
och ¢ € IR™ givna vektorer, ¢y € IR en given konstant, medan x € IR™ &r variabelvektorn.
Det tillatna omradet ges har av F = {x € IR" | Ax = b}, och malfunktionen ges av
f(x) = 3x"Hx + ¢'x + co.

Om ekvationssystemet Ax = b inte har nagon l6sning x (dvs b ¢ R(A)) sa ar det tillatna
omradet tomt (F = () varvid optimeringsproblemet blir ointressant.

Om ekvationssystemet Ax = b har exakt en 16sning x s& adr denna losning ocksa den enda
optimala 16sningen till problemet (1.1), ty det finns ju ingen annan tillaten 16sning som kan
vara béttre! Aven detta fall &r ointressant (eller Atminstone trivialt) ur optimeringssynpunkt.
Det intressanta fallet ar alltsa nér systemet Ax = b har flera olika 16sningar, varvid uppgiften
bestar i att bestdmma den (de) “bésta” av dessa, dvs den (de) som ger lagst viarde pa f(x).
Att systemet Ax = b har flera 16sningar ar ekvivalent med att b € R(A) och N'(A) # {0},
dvs att b ligger i bildrummet till A och att nollrummet till A bestar av fler vektorer d&n bara
nollvektorn. Detta ar exempelvis uppfyllt om matrisen A har fler kolonner &n rader, dvs
n > m, och kolonnerna i A spanner upp IR™, ty da har N (A) dimensionen n —m > 0 medan
R(A) = IR™ sa att systemet Ax = b har flera l6sningar for varje hogerledsvektor b € IR™.

Vi forutsétter i resten av detta kapitel att b € R(A) och N'(A) # {0}.

1.1 Representation av de tillatna losningarna mha en nollrumsmatris

Lat x € IR™ vara en av de tillatna 16sningarna till problemet, dvs AX = b.

De tillatna 16sningarna x till problemet karakteriseras da av att x —x € N (A),

ty x€F & Ax=b & Ax=AX & Ax—-X)=0 & x—xXeN(A).

Lat vektorerna z, ...,z utgora en bas till N(A) (déar k &r dimensionen pa detta nollrum)
och lat Z vara en n x k-matris med dessa basvektorer till kolonner, dvs Z = [ z; - - -z, |.

D4 giller att x — X € N/(A) om och endast om x — X = Zv for nagot v € IR*,

vilket ger foljande representation av de tillatna losningarna till problemet (1.1):

x€F & x==x+1Zv for nagot v € R". (1.2)

Observera hir att mot varje x € F svarar ett unikt v € IRF
(och mot varje v € IRF svarar forstas ett unikt x € F).



1.2 Nar ar det betraktade problemet ett konvext problem?

Det tillatna omradet F ovan ar alltid konvext, ty antag att bade x och y tillhér F,
dvs att Ax =b och Ay =b, och lat w = (1—t)x +ty dér ¢t € (0,1). Da géller att
Aw = (1-t) Ax+tAy = (1—-t)b +tb = b, vilket betyder att &ven w tillhér F.

Det gar ocksa att explicit avgoéra om malfunktionen &r konvex eller inte pa F.

Lemma: Malfunktionen f, given av f(x) = %XTHX + cTx + ¢, dr konvex pa det
tillatna omradet F = {x € IR" | Ax = b} om och endast om matrisen
Z"HZ ir positivt semidefinit, dir matrisen Z ges av avsnitt 1.1.

Bevis: Enligt definitionen ar f en konvex funktion pa F om och endast om

fx+t(y—x)) < f(x)+t(f(y)—f(x)), for allat € (0,1), x € F ochy € F.

Hégerledet minus vénsterledet i denna olikhet ges av uttrycket 3¢ (1—t)(y —x)"H(y —x).
Detta uttryck &r > 0 for alla t € (0,1), x € F och y € F om och endast om z'Hz > 0 for
alla z € N(A), dvs om och endast om H dr positivt semidefinit pa nollrummet till A.

Men att z € N'(A) ér ekvivalent med att z = Zv for nagot v € IRF, sa villkoret att

z Hz > 0 for alla z € N(A) dr ekvivalent med att (Zv)TH(Zv) > 0 for alla v € IRF,

dvs att vIZTHZv > 0 for alla v € IRF, dvs att ZTHZ &r positivt semidefinit.

Ett tillrickligt (men inte nédvindigt) villkor for att ZTHZ ska vara positivt semidefinit
ar att H ar positivt semidefinit, dvs att f ar konvex pa hela IR".

Pa motsvarande sétt som ovan (vésentligen genom att byta > 0 mot > 0) visas att

f ar strikt konvex pa F om och endast om ZTHZ ir positivt definit.

Obs! 1 resten av detta kapitel forutsitter vi att problemet (1.1) &r konvext, dvs att ZTHZ
ar positivt semidefinit, dvs att H ar positivt semidefinit pa nollrummet till A.

1.3 Optimal 16sning till problemet med en nollrumsmetod

Baserat pa representationen i avsnitt 1.1 sa kan man i problemet (1.1) ersitta variabelvektorn

x med uttrycket X 4+ Zv, varvid bivillkoren Ax = b automatiskt blir uppfyllda pa grund av

ekvivalensen (1.2), medan malfunktionen 6vergar till foljande kvadratiska funktion i den nya

variabelvektorn v € IRF:

f(R4Zv) = f(X)+(HR+c)(Zv)+1(Zv) TH(Zv) = f(X)+(ZT(HX+c)) v+ ivT (ZTHZ)v.

Problemet (1.1) r alltsa ekvivalent med foljande problem i v € IRF utan nagra bivillkor:
minimera ivT(ZTHZ)v + (Z"(HX +¢))'v + f(X)

1.3
da v e RF. (1.3)

Eftersom ZTHZ &r positivt semidefinit sa foljer att ¥ € IR* #r en optimal 16sning till prob-
lemet (1.3) om och endast om (ZTHZ)V = —ZT(HX + c). Dirmed giller att % € IR" &r en
optimal 16sning till det ursprungliga problemet (1.1) om och endast om

(ZTHZ)V = ~Z"(HX +¢) och % =%+ Z¥. (1.4)

I specialfallet att ZTHZ #r positivt definit (och inte bara positivt semidefinit) s& har systemet
(ZTHZ)v = —ZT(HX + ¢) en unik 16sning ¥, varvid X = X + ZV dr den unika optimala
16sningen till problemet (1.1).



1.4 Optimal 16sning till problemet med en Lagrangemetod

Det finns ett annat sitt, som inte kriver nagon nollrumsmatris Z, att 16sa problemet (1.1).
I vissa fall (men inte alltid) leder detta till en effektivare metod &n metoden i avsnitt 1.3.

Mangden av tillatna avtaganderiktningar i en given punkt x € F kan karakteriseras pa ett
enkelt och explicit satt for (det konvexa) problemet (1.1).

Lemma: Vektorn d € IR™ &r en tillaten avtaganderiktning i x € F om och endast om
d € N(A) och (Hx +¢)'d < 0.

Bevis: Antag forst att x€F, d € N(A) och (Hx +¢)'d < 0.

Da géller for varje t € IR att A(x +td) = Ax+tAd = Ax = b, sa att d &r en tillaten
riktning i x. Vidare galler, enligt ett tidigare resultat, att d ar en avtaganderiktning i x.
Alltsa ar d en tillaten avtaganderiktning i x.

Antag nu att x€F men att d ¢ N(A). Da ar Ad # 0, och darmed géller for alla ¢ # 0 att
A(x+td) = Ax+tAd # b, vilket visar att d inte &r en tillaten riktning i x.

Antag slutligen att x€F, d € N(A) men att (Hx +c¢)'d > 0.

D4 erhalls att f(x+td) = f(x)+t(Hx+c)'d+ 3t*d"Hd > f(x) for alla t > 0,

ty (Hx +c¢)Td > 0 och d"Hd > 0 (eftersom H #r positivt semidefinit pa A'(A)),

vilket visar att d inte ar en avtaganderiktning i punkten x.

Lemma: En given punkt X € F dr en optimal 16sning till problemet (1.1) om och endast om
(Hx +¢)Td =0 for alla d € N'(A).

Bevis: En sats i ett tidigare avsnitt tillsammans med foregdende lemma ger att en given
punkt % € F dr en optimal 16sning till (1.1) om och endast om (HX +c)Td > 0 for alla
d € N(A), vilket i sin tur &r uppfyllt om och endast om (HX +¢)'d = 0 for alla d € N(A)
(ty for varje d € N'(A) giller att d&ven —d € N'(A)).

Sats: Punkten % € IR™ &r en optimal 16sning till problemet (1.1) om och endast om
A% =Db och det finns en vektor u € IR™ sadan att HX + ¢ = ATu.

Bevis: Enligt det senaste lemmat ovan ér X € IR"™ en optimal 16sning om och endast om
A% =b och HX +c € N(A)t. Men N(A)+ = R(AT), varpa pastaendet i satsen foljer.

Satsen sager alltsa att X € IR" dr en optimal 16sning till (det konvexa) problemet (1.1) om
och endast om X utgor “x-delen” av en losning till féljande ekvationssystem i x och u:

a0



1.5 Sammanfattning av resultaten i detta kapitel

Betrakta det kvadratiska optimeringsproblemet

minimera %XTHX +c™x+ ¢

da Ax=Db.

Lat X vara en av losningarna till systemet Ax = b och lat Z vara en matris

vars kolonner utgdr en bas till N (A). Antag att Z"HZ &r positivt semidefinit.

Da géller att X &r en optimal 16sning till problemet om och endast om

% =X+ ZV, dir v uppfyller (ZTHZ)V = —ZT(HX + c), vilket i sin tur ar uppfyllt

om och endast om X tillsammans med nagon vektor @ utgor en 16sning till systemet
H -AT] /x —c
A 0 u/ b/

1.6 Nagra blandade kommentarer

Att metoden i avsnitt 1.4 kallas for en Lagrangemetod beror pa att ekvationssystemet (1.5)
kan uppfattas som ett specialfall av de mer generella Lagrangevillkoren for ickelinjar optime-
ring under likhetsbivillkor. Komponenterna i vektorn u kallas da Lagrangemultiplikatorer.

Vi har genomgéaende forutsatt att problemet ér konvext, dvs att ZTHZ &r positivt semidefinit.
Om detta inte skulle vara fallet sa dr malfunktionen i problemet (1.3) nedat obegrdnsad och
saknar minimalpunkt. Dérmed géller att &ven ursprungsproblemet (1.1) saknar optimal
16sning (om ZTHZ ej &r positivt semidefinit).

Aven om ZTHZ ir positivt semidefinit sd ar det inte sikert att det finns nagon optimal
16sning till problemet (1.3). Ett noédvéndigt och tillrackligt villkor fér existens av (minst) en
optimal 16sning till (1.3), och dirmed #ven till (1.1), dr att ekvationssystemet (ZTHZ)v =
—~ZT(H% + c) har (minst) en 16sning, dvs att —Z"(HX + c) € R(ZTHZ), vilket ir uppfyllt
om och endast om —ZTc € R(Z"TH) (ty R(Z"HZ) = R(Z"H) och —~Z"Hx € R(Z"H)).

Antag for enkelhets skull att raderna i matrisen A ar linjart oberoende. Da &r dimensionen
pa N(A) = k = n — m, varvid ekvationssystemet (ZTHZ)v = —ZT(HX + c) har storleken
(n —m) x (n — m), medan ekvationssystemet (1.5) har storleken (n +m) x (n +m). Om
exempelvis n & 2m sa &r n+m ~ 3(n—m), sa att “Lagrangesystemet” har ungefér tre ganger
sa manga ekvationer (och obekanta) som “nollrumssystemet”. Om déremot m < n sa ar de
bada ekvationssystemen ungefar lika stora, och da kan en fordel med Lagrangesystemet vara
att man inte behover berdkna nagon nollrumsmatris Z. Vidare kan gleshet (dvs ett stort
antal nollor) i H och A utnyttjas effektivare i Lagrangemetoden, eftersom Z typiskt &r tét
dven om A ar gles. Vilken av de biagge metoderna som ar “bést” ar alltsa problemberoende,
och det &r sidkrast att behérska dem bada tval



2 Tva exempel pa QP - fackverk och resistansnatverk

I detta kapitel ger vi tva exempel pa kvadratiska optimeringsproblem som naturen loser
(till synes utan nagra storre svarigheter).

2.1 Analys av ett fackverk med hjalp av kvadratisk optimering

Givet ar en 3-dimensionell fackverksstruktur bestaende av 5 st noder och 4 st stianger.
De fem nodernas koordinater (i x-, y- och z-led) ges i tur och ordning av:
(-1,0,0), (0,-1,0), (1,0,0), (0,1,0) och (0,0,1).

De fyra stingerna har samtliga lingden v/2 och de forbinder noderna enligt foljande:
Stang 1 gar mellan noderna 1 och 5, stang 2 gar mellan noderna 2 och 5,

stang 3 gar mellan noderna 3 och 5, och stang 4 gar mellan noderna 4 och 5.
Noderna 1-4 ar samtliga “fixerade” (fastskruvade i berg) sa att de inte kan rora sig,
medan nod 5 ar “fri”.

I nod 5 (den fria noden) appliceras nu en given yttre kraft p = (pz, py, p)T.
Detta fororsakar normalkrafter f1, fo, f3 och f4 i de fyra stangerna,

dar f; > 0 betyder dragkraft medan f; < 0 betyder tryckkraft.

Uppgiften gar ut pa att bestdmma dessa normalkrafter.

Vi far f6ljande tre villkor for kraftjdmvikt i den enda icke-fixerade noden (dvs nod 5):
— f1/V2+ f3/V/2=0, (kraftjamvikt i x-led)
— f2/V2+ f1/V2 =0, (kraftjimvikt i y-led)
— fi/V2 = f2/V2 — f3/V2 — f1/V/2 = 0, (kraftjimvikt i z-led).

Detta kan skrivas pa formen Rf = p,

1 0 -1 0
. 1
dar RZ* 0 1 0 -1 ) pZ(px,py,pZ)T OCh f:(f17f27 f37 f4)T‘
V2 1 1 1 1

Men detta ekvationssystem har odndligt manga losningar, sa det racker inte for att bestdmma
f entydigt. Vi maste ocksa antaga att materialet i stdngerna ar linjart elastiskt, sa att det
sker en (liten) deformation av strukturen da kraften p appliceras.

Antag dérfor att den fria noden forflyttas fran (0,0,1) till (0,0, 1)+ (uz, uy, u,),

dér vektorn u = (uy, uy, u,)T kallas forskjutningsvektorn svarande mot lastvektorn p.

Om komponenterna i vektorn u ar “sma” sa ger en geometrisk betraktelse att de fyra
sténgernas langdéndringar (elongations) e; beror av u enligt formeln e; = r]Tu, dar

T
1 1
ry = ( , 0, > (= en normerad riktningsvektor for stang 1),

-
ro = ( 7 ) = en normerad riktningsvektor for stang 2),
—1 1\"

rs=|—,0, — = en normerad riktningsvektor for stang 3

’ (\/ﬁ V2 > © 53)
(0 -1 1 T d rikt ktor for st 4).

ry = , —, — = en normerad riktningsvektor for stan

4 NG & g



Sambandet mellan sténgernas langdandringar och den fria nodens forskjutning kan saledes
skrivas pa formen e = RTu, dir e = (eq, es, €3, e4)" och dir R dr samma matris som ovan!

Vi behover ytterligare en uppséattning villkor, namligen sambandet mellan l&ngdandring och
J

normalkraft for varje stang. Detta ges av Hookes lag som sager att f; = <. %>
J

dér A; ér tvarsnittsarean, L; ar stanglangden, och E &r materialets elasticitetsmodul.

L .
Detta kan skrivas e = D f, dar D ar en diagonalmatris med diagonalelementen d; = ﬁ

J
Sammanfattningsvis har vi foljande samband: Rf =p, e =RTu och e =DfT.
Hér kan vektorn e elimineras, varefter vi far foljande ekvationssystem i f och u:

Df — R'u = 0
(2.1)

Rf = p

Eftersom matrisen D ar positivt definit sa ar detta ekvationssystem ekvivalent med foljande
kvadratiska optimeringsproblem under linjdra bivillkor, se avsnitt 1.4.

minimera % fTIDf

o (2.2)
da Rf =np.

Bland alla vektorer f som uppfyller kraftjamviktsvillkoren Rf = p sa véiljer alltsa naturen
den vektor f som minimerar den kvadratiska funktionen %fTD f. Denna malfunktion kan
tolkas som totala téjningsarbetet, ty fTDf = Zj djfj2 = Zj fie; = Zj(kraft - VAg).

Optimeringsproblemet (2.2) kan 16sas pa tva sitt. Det forsta sattet bestar i att 19sa (2.1).
Ur Df —RTu = 0 erhalls att f = D"'RTu, som insatt i Rf = p ger ekvationssystemet

RD'R"u=p. (2.3)

Enligt ovan ar L; = V2 for alla j. For enkelhets skull antar vi fortsittningsvis att Aj=1 for
alla j och att E=+/2, sa att D = I = enhetsmatrisen. Vidare antar vi att p = v/2-(4, 1, 6)T.

100 4 7
Daidir RD'RT=|0 1 0 |,savifaratt u=+v2-| 1], varefter f =RTu= 1
00 2 3 9

Optimeringsproblemet (2.2) kan ocksa 16sas med nollrumsmetoden i avsnitt 1.3.

Genom att tillaimpa Gauss-Jordans metod pa ekvationssystemet Rf = p, eller enklare pa
systemet 2 Rf = \/2p, sa erhalls efter nagra radoperationer att en tillaten 16sning ges av
f=1(9,2,1,0)7, medan en bas till N'(R) ges av vektorn z = (-1, 1, —1, 1)T.

Direfter bestiims skaliren v ur ekvationen z'Dzv = —z'Df, dvs 4v =8, dvs v = 2.
7

Slutligen erhalls den optimala 16sningen till problemet (2.2) ur f =f + 2.z = 1
2



2.2 Analys av ett resistansnidtverk med hjilp av kvadratisk optimering

I detta avsnitt ska vi analysera ett givet resistansnétverk bestdende av fem stycken noder,
numrerade fran 1 till 5, samt sju stycken ldnkar mellan vissa par av noderna.

En lank som férbinder noderna i och j, dir ¢ < j, betecknas (i, 7).

Det nétverk vi ska analysera bestar av féljande méngd av ldnkar:

L£=A{(1,2), (1,3), (2,3), (2,4), (3,4), (3,5), (4,5)}.

Pa varje lank (4,7) € £ sitter ett motstand med en given resistans r;; [Ohm)].

2.2.1 Att skicka en strom genom niatverket

Antag att vi med hjalp av en yttre stromkélla skickar strommen 1 [Ampere] genom néatverket,
fran noden 1 till noden 5. Detta fororsakar lankstrommar z;; [Ampere] i de olika ldnkarna.
Om strommen i lank (7, j) gar fran nod 4 till nod j sa &r x;; > 0, medan om strémmen i ldnk
(i,7) gar fran nod j till nod i sa &r x;; < 0.

Vi ska har visa att dessa lankstrommar kan erhallas som 16sningen till ett visst kvadratiskt
optimeringsproblem.

Till att borja med har vi féljande fem villkor for strombalanser i de olika noderna:

1 = x99+ 13 strom in till nod 1 = strém ut fran nod 1

T19 = x93+ Xog strom in till nod 2 = strom ut fran nod 2

T13 + 93 = T34+ 35 strom in till nod 3 = strom ut fran nod 3
Toa + X34 = T4s strom in till nod 4 = strém ut fran nod 4
T35+ x4 = 1 strom in till nod 5 = strom ut fran nod 5

Detta kan kortfattat skrivas Ax = b, dir x = (z12, 713, T23, To4, T34, T35, T45) ",

1 10 0 0 0 O
-1 0 1 10 0
A= 0o -1 -1 0 1 1 0] och b=
0o 0 0 -1 -1 O
0 0 0 0 0 -1

_ o O O =

-1 _

Men detta ekvationssystem har oéndligt manga 16sningar, sa det racker inte for att bestdmma
x entydigt. Vi maste ocksa anvinda oss av Ohms lag som séger att spanningsfallet 6ver ett
motstand ges av produkten av resistansen och strommen genom motstandet.

Vi ansétter darfor (obekanta) nodpotentialer w; [Volt] i de olika noderna.
Spéanningsfallet v;; [Volt] pa lanken (i, j) € £ ges da av v;; = u; — u;.
Detta kan skrivas v = ATu, dir v = (vi2, v13, V23, V24, V34, U35, Va5) ',
u = (u1, uz, us, us, us)', och diir A ir samma matris som ovan!

Vi behover ytterligare en uppsattning villkor, namligen det ovanndmnda sambandet mellan
spanningsfall och strém, dvs Ohms lag, som séger att v;; = ;2,5 for alla (i, j) € L.
Detta kan skrivas v = Dx, dar D é&r en diagonalmatris med diagonalelementen r;;, (¢, 7)€ L.



Sammanfattningsvis har vi foljande samband: Ax=b, v=ATu och v = Dx.

Har kan vektorn v elimineras, varefter vi far féljande ekvationssystem i x och u:

Dx — ATlu = 0

Ax o (2.4)

Eftersom matrisen D ar positivt definit s& ar detta ekvationssystem ekvivalent med foljande
kvadratiska optimeringsproblem under linjara bivillkor, se avsnitt 1.4.

minimera % x"Dx

Q (2.5)
da Ax=Db.

Bland alla vektorer x som uppfyller strombalansvillkoren Ax = b sa valjer alltsa naturen

den vektor x som minimerar den kvadratiska funktionen %XTDX. Denna malfunktion kan

tolkas som (halva) totala effektforlusten, ty x ' Dx = > m-jx%j.

Optimeringsproblemet (2.5) kan 16sas pa tva sitt. Det forsta sittet bestar i att 16sa (2.4).
Ur Dx — ATu = 0 erhalls att x = D71 ATu, som insatt i Ax = b ger ekvationssystemet

AD 'ATu=0. (2.6)

For enkelhets skull antar vi fortsittningsvis att r;; =1 for alla (i,5) €L, sa att D =1L

2 -1 -1 0 0] 1

-1 3 -1 -1 0 0

Dablir AD'AT=| -1 -1 4 —1 —1 | ochb= 0
0 -1 -1 3 -1 0

0O 0 -1 -1 2 -1

Gauss-Jordans metod ger efter nagra radoperationer att losningarna till AD"'ATu="b

ges av u = (8/7, 5/7, 4/7, 3/7, O)T +t- (1,1, 1,1, 1)7, dér ¢ &r ett godtyckligt reellt tal.
For samtliga dessa l6sningar giller att x = D™'ATu = (3/7, 4/7, 1/7, 2/7, 1/7, 4/7, 3/7)T.
Lénkstrommarna x;; ar alltsa entydiga trots att inte nodpotentialerna w; &r det.

Optimeringsproblemet (2.5) kan ocksa 16sas med nollrumsmetoden i avsnitt 1.3.
Gauss-Jordans metod pa ekvationssystemet Ax = b, ger att en tillaten 16sning ges av

£ =1(0,1,0,0,0,1,0)T, medan en bas till underrummet A'(A) ges av de tre vektorerna
z1=(1,-1,1,0,0,0,0)T, 29 =(-1,1,0, =1,1,0,0)" och z3 = (1, -1, 0, 1,0, -1, 1)T.
Lat matrisen Z ha dessa tre basvektorer till kolonner, dvs Z = [zl Zo 73 }

Diérefter bestéms vektorn v ur ekvationssystemet Z'DZv = —ZTDx, dir
3 -2 2 1 1/7
Z'DZ=|-2 4 -3 | och ~Z'™Dx=| —1 |, med lésningen v= | 1/7
2 -3 5 2 3/7

Slutligen erhalls den optimala l6sningen till problemet (2.5) ur

X =X+2Zv=(3/7,4/7,1)7,2/7, 17, 4)7, 3/7)7.



2.2.2 Att ansluta batterier pa vissa lankar

Antag att vi, i stéllet for att ansluta en yttre stromkélla till natverket, ansluter batterier pa
vissa lankar i ndtverket. Om det &r ett batteri pa en lank (i,j) sa ar det kopplat i serie
med det givna motstandet pa linken. Den givna resistansen r;; [Ohm]| for lanken antas da
inkludera den inre resistansen i batteriet. Batteriet pa lank (i, j) antas leverera den givna
spanningen s;; [Volt]. Om pluspolen pa batteriet &r riktad mot noden j sa &r s;; > 0, medan
om pluspolen ar riktad mot noden ¢ sa ar s;; < 0. Om det inte har anslutits nagot batteri
pa lank (4, j) sa &r s;; = 0.

Dessa batterier kommer typiskt att fororsakar linkstrommar z;; [Ampere] i nitverket. Om
strommen i lénk (¢, j) gar fran nod 4 till nod j sa &r z;; > 0, medan om strémmen i lénk (i, 5)
gar fran nod j till nod 7 sa &ar x;; < 0. Vi ska hér visa att dessa lankstrommar kan erhallas
som losningen till ett visst kvadratiskt optimeringsproblem.

Villkoren for strombalanser i de fem noderna kan nu skrivas Ax = 0, dir matrisen A &r
densamma som i féregaende avsnitt.

Liksom tidigare ansétter vi nodpotentialer u; [Volt] i de olika noderna.

Om vi inte har nagot batteri pa lank (i, j) sa géller att w; = u; — ri;z;; (Ohms lag).
Om vi har ett batteri pa link (7,7) sa géller i stallet att w; = u; + s45 — 7355
Detta kan skrivas Dx — ATu =s, dir s = (s12, 513, 523, 524, 534, 535, S45)

och dér alltsa s;; = 0 om det inte finns nagot batteri pa lank (3, j).

Vi har nu sambanden Ax =0 och Dx — ATu = s, dvs f5ljande ekvationssystem i x och u:

Dx — A'u = s

Ax - (2.7)

Eftersom matrisen D ar positivt definit sa ar detta ekvationssystem ekvivalent med foljande
kvadratiska optimeringsproblem under linjara bivillkor, se avsnitt 1.4.

minimera % x'Dx —s'x

. (2.8)
da Ax=0.

Bland alla vektorer x som uppfyller strombalansvillkoren Ax = 0 sa valjer alltsa naturen

den vektor x som minimerar den kvadratiska funktionen %XTDX —sTx.

Optimeringsproblemet (2.8) kan 19sas pa tva sitt. Det forsta sittet bestar i att 16sa (2.7).
Ur Dx — ATu = s erhélls att x = D' (ATu +s), som insatt i Ax = 0 ger ekvationssystemet

AD 'ATu=-AD1s. (2.9)

Fér enkelhets skull antar vi fortséttningsvis att ;=1 for alla (i,7)€ L, sa att D =1,
och att s;;=1 for alla (i,j)€L,sd att s = (1,1,1,1,1, 1, 1)T.

2 -1 -1 0 0] -2

-1 3 -1 -1 0 -1

Dablir AD'TAT=| -1 -1 4 -1 -1 | och —AD !'s= 0
0 -1 -1 3 -1 1

0 0 -1 -1 2 2




Gauss-Jordans metod ger efter nagra radoperationer att losningarna till AD"'ATu="b

ges av u = (—18/7,-13/7,-9/7,—5/7, 0)T +¢-(1, 1,1, 1, 1)7, dér ¢ &r ett godtyckligt tal.
For samtliga dessa u giller att x = D' (ATu+s) = (2/7,-2/7, 3/7,-1/7, 3/7,-2/7, 2/7)T.
Lénkstrommarna x;; ar alltsa entydiga trots att inte nodpotentialerna u; ar det.

Optimeringsproblemet (2.8) kan ocksa 16sas med nollrumsmetoden i avsnitt 1.3.
Gauss-Jordans metod pa ekvationssystemet Ax = b, ger att en tillaten 16sning ges av

% =1(0,0,0,0,0,0,0)7, medan en bas till underrummet A'(A) ges av de tre vektorerna
z1=(1,-1,1,0,0,0,0)T, 29 =(-1,1,0, -1,1,0,0)" och z3 = (1, -1, 0, 1,0, -1, 1)T.
Lat matrisen Z ha dessa tre basvektorer till kolonner, dvs Z = [zl Zo 73 ]

Direfter bestims vektorn v ur ekvationssystemet Z'DZv = —ZT(Dx —s), dér
3 -2 2 1 3/7
Z'DZ=|-2 4 -3 |och ~Z"(Dx—s)=| 0 |, med Iésningen v = | 3/7
2 -3 5 1 2/7

Slutligen erhalls den optimala lésningen till problemet (2.8) ur

x =X+ Zv = (2/7,-2/7, 3/7,-1/7, 3/7,-2/7, 2/7)7.

2.2.3 Att ansluta bade stromkéllor och spanningskéllor

Det &r enkelt att kombinera resultaten i de bagge foregaende avsnitten, s att man kan
berdkna lankstrommarna i nétverket nar man anslutit saval stromkéllor mellan vissa noder
som spanningskallor (batterier) pa vissa lankar.

Det resulterande optimeringsproblemet bli pa formen

minimera % x'Dx —s'x

} (2.10)
da Ax =Db,

dér vektorn b definierar stromkéllornas placering och stromstyrka, medan vektorn s definierar
batteriernas spanningar. Bland alla vektorer x som uppfyller strombalansvillkoren Ax = b sa
véaljer alltsd naturen den vektor x som minimerar den kvadratiska funktionen % xDx —sTx.

Ett sétt att 10sa detta optimeringsproblem (2.10) &r att l6sa motsvarande ekvationssystem

Dx — A'u = s

2.11
Ax = b ( )

Antag att x(1) #r en optimal 16sning till problemet (2.5) och att x(?) #r en optimal 16sning till
problemet (2.8). Da finns det dels en vektor u(!) som tillsammans med x(!) uppfyller (2.4),
dels en vektor u® som tillsammans med x() uppfyller (2.7). Lat nu x®) = x(® 4+ x® och
u® = u® 4+ u®. Da uppfyller x®) och u® (2.11), vilket innebér att x®) dr en optimal
16sning till problemet (2.10).
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