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KTH Matematik

Tentamen i 5B1762 Optimeringslara for T.
Torsdag 24 maj 2007 kl. 8.00-13.00

Examinator: Krister Svanberg, tel. 790 71 37
Tilldtna hjalpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej raknare! Ett formelblad delas ut.

Losningsmetoder: Om ej annat anges i texten skall problemen l6sas med systematiska
metoder som €j blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.
Om ej annat anges i texten far kéinda satser anvindas utan bevis.

Bonus: Den som har minst 5 poéng fran hemuppgifterna ska hoppa 6ver uppgift 1(a).
Den som har minst 9 poédng fran hemuppgifterna ska hoppa 6ver hela uppgift 1.

For godkant kravs 25 poéng. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre
veckor efter att tentamensresultatet har anslagits.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pa varje blad.

1. (a)

1 1 0
I denna uppgift ar A = | —1 0 1
0 -1 -1
Bestdm en bas till vart och ett av de fyra fundamentala underrummen
till A, dvs till R(A), R(AT), N(A) och N(AT). ........................ (5p)
Ett foretag anvander ravarorna Ry, ..., R, for att blanda till produkterna

Py,...,P,. For varje kg av produkt P; atgar a;; kg av ravara R;.

Foretaget kan kopa in R; till priset b; kr/kg och sélja P; till priset ¢; kr/kg.
Marknads- och lagerbegransningar gor att man inte vill blanda till mer &n hogst
d; kg per vecka av P; och inte kopa in mer an hogst e; kg per vecka av R;.
Ovan ar a;j, b;, ¢;, dj och e; givna konstanter fori =1,...,moch j =1,...,n.
Fragan dr nu hur manga kg av respektive produkt som skall blandas till per
vecka for att foretagets “vinst”, har definierad som forsdljningsintédkter minus
inkopskostnader, skall maximeras.

Din uppgift ar att formulera detta som ett LP-problem!
Ange noggrant vad dina variabler och bivillkor star for. ................. (5p)

2. Denna uppgift handlar om ett 3-dimensionellt fackverk med 5 noder och 4 sténger,
men man behover faktiskt inte kunna nagot om fackverk for att 16sa uppgiften!

De fem nodernas koordinater (i x-, y- och z-led) ges i tur och ordning av:

(-1, 0, 0), (0,-1, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) och (0, 0, 1).

De fyra stéangerna férbinder noderna enligt foljande:

Stang 1 gar mellan noderna 1 och 5, stang 2 gar mellan noderna 2 och 5,
stang 3 gar mellan noderna 3 och 5, och stang 4 gar mellan noderna 4 och 5.
Noderna 1-4 &r samtliga “fixerade” (fastskruvade i berg) medan nod 5 ar “fri”.
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I nod 5 (den fria noden) appliceras nu en given yttre kraft p = (ps, py, p2)T.

Detta fororsakar normalkrafter fi, f2, f3 och f4 i de fyra stingerna, dar f; > 0
betyder drag medan f; < 0 betyder tryck. Uppgiften gar ut pa att bestdmma dessa
normalkrafter genom att losa ett visst optimeringsproblem.

Vi far f6ljande tre villkor for kraftjamvikt i den icke-fixerade noden (dvs nod 5):

fi/V2 - f3/V2 = p, (kraftjimvikt i x-led),
f2/V2 — f1/V2 = p, (kraftjimvikt i y-led),
A/V2 + f/V2 + /2 + f1/V2 = p. (kraftjimvikt i z-led).

Bland alla vektorer f = (f1, fo, f3, f1)7 som uppfyller dessa jaimviktsvillkor s viljer
naturen den vektor f som minimerar den kvadratiska funktionen

4
% Z cjsz (= totala tojningsarbetet),
j=1

dér konstanterna c; ges av ¢; = L;j/(A;E). Har &r A; = j:te stangens tvérsnittsarea,
L; = j:te stangens lingd, I/ = materialets elasticitetsmodul.

(a) Antag att det for vart fackverk giller att ¢; = ¢ = ¢3 = ¢4 = 1073, och
att man applicerar lastvektorn p = (3, 2, 8)T. Din uppgift ar att bestdmma
den optimala 16sningen f till ovanstande kvadratiska optimeringsproblem med
linjéra bivillkor, och salunda bestdmma normalkrafterna i stangerna. ....(8p)

(b) Antag fortfarande att c; = ca = c3 = ¢4 = 1073, Visa att for varje lastvek-
tor p = (ps, py, p2)" s& uppfyller den motsvarande optimala losningen f till
ovanstande problem alltid att f1 — fo+ f3 — fa=0. ........ ... . .. (2p)

3. Betrakta foljande LP-problem:

minimera —30x; + 40x2 — 20x3 + 50x4
da r1 -+ To — r3 — rqg <8,
T — To + T3 — Ty < 4,
T > 0,
T2 > 0,
T3 > Oa
Ty > 0.

(a) Overfor problemet till standardform med hjilp av tva slackvariabler a5 och xg.
Anvénd sedan simplexmetoden for att 16sa problemet. Starta med nyssndmnda
slackvariabler som basvariabler. ........ ... ... . . i (4p)

(b) Antag att malfunktionskoefficienten framfor x4 dndras fran 50 till 20. Anvénd
simplexmetoden pa detta modifierade problem. Det ar tillatet att starta i
slutlosningen fran (a)-uppgiften. Kommentera vad som hénder. ......... (3p)

(¢) Formulera det duala LP-problemet svarande mot problemet pa standardform
(med 6 variabler) fran (a)-uppgiften. Askadliggor det tillatna omradet till detta
duala problem i en figur med dualvariablerna y; och y9 pa axlarna. ..... (2p)

(d) Hur ser motsvarande figur ut fér det duala LP-problemet svarande mot prob-
lemet pa standardform fran (b)-uppgiften? Kommentera figuren. ........ (1p)
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4. Foljande kvadratiska optimeringsproblem har tre variabler och tre linjara olikhets-
bivillkor:

minimera (21 + 22)% + (22 + 23)? + L (23 + 71)? — by — 4oy — 225
da x>0, 29 >0, z3 > 0.

Problemet kan skrivas pa formen

minimera %XTHX +cTx

da Ax > b.

(a) Ange vad H, ¢, A och b é&r i detta fall, och 16s sedan problemet med den
iterativa metod som ingar i kursen for denna typ av kvadratisk optimering
under linjara olikhetsbivillkor.

Du maéste starta i punkten 1 =20 =23 =0. ....... ... i, (8p)

(b) Bestim en vektor ¥ € IR® som tillsammans med din i (a)-uppgiften erhallna
optimallosning X uppfyller optimalitetsvillkoren for problemet. .......... (2p)

5. I f6ljande optimeringsproblem med ickelinjéra olikhetsbivillkor &r talet ¢; (som mul-
tiplicerar variabeln z; i malfunktionen) en konstant.

minimera cjxr] — 4r9 — 223
da 2?2 +2% <2,
2 2
Ty + I3 S 27
3 +23 <2
2 3 = <

(a) Avgor om det dr ett konvext optimeringsproblem eller ej.
Motivera svaret ordentligt. ......... ... (1p)

(b) Stéll upp KKT-villkoren f6r problemet. ...................cooiiiiia... (1p)

(c) Finns det nagot eller nagra véirden pa konstanten ¢; som gor att punkten
x = (1.4, 0.2, 0.2)T #r en optimal 16sning till problemet?
Bestam i safall samtliga sadana varden pa ¢1. .........cooviiiiiiiii... (4p)

(d) Finns det nagot eller nagra virden pa konstanten ¢; som gor att punkten
x = (1, 1, 1)T &r en optimal 16sning till problemet?

Bestam i safall samtliga sadana varden pa ¢1. .........covriiiiiiiin... (4p)
-1
1 10 1 1 1 -1
Frivillig raknehjalp: 1 01 =3 1 -1 1
0 1 1 -1 1 1

Lycka till!



