Losningar till 5B1762 Optimeringslara for T, 28 /8-07

Uppgift 1.(a)

Forst anvinder vi Gauss—Jordans metod pa den givna matrisen

Addition av —1 ganger forsta raden till andra raden och —1 ganger forsta raden till tredje
raden, ger till resultat matrisen
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Addition av —1 ganger andra raden till forsta raden och —2 ganger andra raden till tredje
raden, ger till resultat matrisen
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En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i A som
svarar mot trappstegsettor i U, dvs kolonnerna 1 och 2 i A.
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Nu ar A overford till trappstegsform med tva trappstegsettor, U = [ 0 } .

1 1
De tva vektorerna [ 1 | och [ 2 | utgor alltsa en bas till R(A)
1 3

En bas till N(A) kan bestdmmas enligt f6ljande:
Sétt forst 3 = 1 och x4 = 0 och bestdm x1 och x5 sa att Ux = 0.
Satt sedan 3 = 0 och x4 = 1 och bestam x7 och x5 sa att Ux = 0.
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Det ger de bagge basvektorerna 1 och 0 till M(A).
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Nu anvander vi Gauss—Jordans metod pa matrisen
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Addition av —1 ganger forsta raden till andra raden, —2 ganger forsta raden till tredje raden
och —3 ganger forsta raden till fjarde raden, ger till resultat matrisen
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Addition av —1 ganger andra raden till forsta raden, —1 ganger andra raden till tredje raden
och —2 ganger andra raden till fjarde raden, ger till resultat matrisen
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Nu ar A" 6verford till trappstegsform med tvd trappstegsettor, U= [ 10 -1 }
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En bas till R(AT) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i AT som
svarar mot trappstegsettor i U, dvs kolonnerna 1 och 21 AT.
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De tva vektorerna 9 och 3 utgor alltsa en bas till R(A'")
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En bas till N'(AT) kan bestimmas enligt foljande:
Sétt y3 = 1 (den enda variabel som inte svarar mot en trappstegsetta)
och bestdm sedan y; och y, (variablerna svarande mot trappstegsettor)

1
sé att Uy = 0. Det ger den forsta och enda basvektorn [ —2 | till A/(AT).
1

Uppgift 1.(b)

Lat:

X 4 = antal hektoliter Appelmust som produceras per vecka.
X p = antal hektoliter PAronmust som produceras per vecka.

Xp = antal hektoliter Blandmust som produceras per vecka.
X = antal hektoliter Cidermust som produceras per vecka.

Vi far da problemformuleringen

maximera 196X 4 4+ 210Xp + 280X + 442X
da 1.6X4+1.8Xp+3.2Xp+54Xc <80
12X4+12Xp+1.2Xp +1.8Xc <40
—0.8X4+02Xp+02Xp+0.2Xc <0
—0.3X4+0.7Xp - 0.3Xp —0.3Xc <0

X420, Xp>0, Xp>0, Xg>0.



Uppgift 2.(a)
Vi har ett LP-problem pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=b,
x>0,

dirA=[6 3 9 7], b=(18)och c¢' =(3,2,4,6).

Eftersom A bara har en rad, sa innehaller varje baslosning enbart en basvariabel.
Enligt uppgiftslydelsen ska vi starta med z; = 3 > 0, vilket betyder att det &r x;
som &r basvariabeln i startlésningen. Vi har alltsa att 5= (1) och 6 = (2,3,4).

Motsvarande “basmatris” ges av Ag = [6] , medan As = [3 9 7].

Basvariabelns virde i baslosningen ges av xg = b, dar “vektorn” b berdknas ur

systemet AgB =b, dvs [6} (l_)l) = (18), med 16sningen b = (l_)l) = (3)

Simplexmultiplikatorns varde erhalls ur systemet Agy = cg,
dvs [6] (yl) = (3), med losningen y = (yl) = (0.5).

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av
rl =cl —y"As=1(2,4,6)—(05)[3 9 7]=(0.5-0.5,2.5).

Eftersom rs, = r3 = —0.5 &r minst, och < 0, ska vi lata z3 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna “vektorn” az ur systemet Agaz = ag,
dvs [6] (&13) = (9), med losningen az = ((_113) = (1.5).

Det storsta varde som den nya basvariabeln z3 kan okas till ges av
. bi | _ . 3 3 b1
=min{ — | a@;3>0p =minq — p = — = —.
7 a;3 1.5 1.5 ais
Minimerande index &r ¢ = 1 (férstas), varfor x5, = 21 inte lingre far vara kvar som
basvariabel. Dess plats tas av z3. Nu ar alltsa § = (3) och § = (2, 1,4).

tmax

Motsvarande “basmatris” ges av Ag = [9] , medan Aj = [3 6 7].

Basvariabelns virde i baslosningen ges av xg = b, dar “vektorn” _l_) berdknas ur
systemet Agb = b, dvs [ 9 } (bl) = (18), med l6sningen b = (bl) = (2)

Simplexmultiplikatorns varde erhalls ur systemet Agy = cg,
dvs [9] (y1) = (4), med l6sningen y = (y1) = (4/9).

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av
ry =c] —y'A5;=1(2,3,6)—(4/9)[3 6 7]=(2/3,1/3,26/9).

Eftersom rs > 0 sa ar den aktuella baslosningen optimal.

Dirmed dr punkten x = (0,0,2,0)T optimal, med optimalviirdet 8.



Uppgift 2.(b)
Om primala problemet ar pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax =b,
x >0,

sa ar det duala problemet pa formen: maximera b’y da ATy < ¢, som hér blir:

maximera 18y
da 6y; <3
3y1 <2
9y <4
Ty1 <6

Optimal 16sning ar y; = 4/9, med optimalvérdet 18y; = 8.
Uppgift 2.(c)

Enligt uppgiftslydelsen har vi féljande primala respektive duala problem:

minimera  x3
da —xz1+2z9+2x3>0
3rx1 —4x04+ 23>0
r1 + X2 =1
x1 >0, z9 > 0, x3 ej teckenbegréinsad.

maximera Y3
da —y1 +3y2 +y3 <0
21 —4y2 +y3 <0
y1 + Yo =1
y1 >0, yo > 0, ys ej teckenbegransad.
Vi vet att X = (21,42, 23)" = (0.6, 0.4, —0.2)T #r en optimal 16sning till det
primala problemet.
)T

Antag att § = (91,92,93)’ ar en optimal 16sning till det duala problemet.

Fran dualitetssatsen foljer da att g3 = 3 = —0.2.

Vidare foljer fran komplementaritetssatsen att eftersom z; > 0 sa maste

—141 + 3792 + 93 = 0 och eftersom &5 > 0 sa maste 2y — 49s + g3 = 0.

Tillsammans ger detta att ¢; = 0.7 och g2 = 0.3, som ocksa mycket riktigt uppfyller
de 6vriga bivillkoren i det duala problemet.

Alltsa: g1 = 0.7, g2 = 0.3 och g3 = —0.2 ar en optimal l6sning till det duala
problemet (i sjélva verket den unika optimallésningen).



Uppgift 3.(a)

. of of of . Of
Gradienten V f(x) = (8561 Dy D23 ) dar 8737] = 4w§? — 3w§ +2z; — 1.
Hessianen F(x) &r i detta exempel en 3 x 3 diagonalmatris med diagonalelementen
0*f 0*f o*f . 0% 2
927 " 92 och 922 dar (973:]2 = 1225 — 6z; + 2.

f ar konvex pa IR? om och endast om F(x) #r positivt semidefinit for alla x € IR3.
En diagonalmatris ar positivt semidefinit om och endast om alla diagonalelement ar > 0.

82
Men 8;20 = 12(:3? — 1z +3)=12((z; — 1) — & + §) > 0 for alla viirden pa x;.
J

Alltsa &r F(x) positivt definit for alla x € IR", och ddrmed ar f (strikt) konvex pa IR™.

Uppgift 3.(b)

Newtonriktningen d(!) bestdms ur ekvationssystemet F(x())d = —V f(x(0)T,
forutsatt att F(X(l)) ar positivt definit, vilket vi redan konstaterat att den Ar.

I vart fall ir F(x() en diagonalmatris, varfor 16sningen till ekvationssystemet blir

(Y3 (1)y2 (1)
d(l):—ﬁ(m(l)) f( )__4($j)—3(xj)+2xj -1 j=1,2.3
7 0z 0? 12((")2 — 62V + 2

)

Eftersom 2\ = 1 for alla j s blir d\") = —0.25 for alla j.
Vi provar med steget t; = 1, sa att x?) = x(1) +¢,dM =xM +dM = (0.75, 0.75, 0.75)T.

225
D& blir f(x?) = -2 < 0= f(x1), s& steget t; = 1 gick bra.

Darmed har vi utfort en fullstindig iteration med Newtons metod.

Uppgift 3.(c)

Vi har att f(x) = fi(x1) + fo(xe) + fa(xg), dér fj(x;) = x? - xi’ + JJJ2 —zj,
som dr en konvex envariabelfunktion med derivatan f}(z;) = 45[??- - 32?]2- + 2z, — 1.

For deriverbara konvexa envariabelfunktioner géller olikheten

fi(zj) > fi(a) + fi(a)(z; — a), for varje z; € IR och varje a € IR.
Speciellt &r f7(0) = =1 <0 och fi(1) =2 > 0, vilket ger olikheterna:
fi(xj) = f3(0) + f5(0)(x; — 0) = —a; for alla 2; och

filzy) = f3(1) + ( i —1) =2(xj —1) = 2x; — 2 for alla z;.

Om z; > 2/3 sa ar fj(z;) >2x; —2>4/3—2=-2/3.

Om z; <2/3 saar fj(x;) > —x; > —2/3.

Déarmed ar f(x) = fi(z1) + fg(wg) + f3(z3) > —2 for alla x € IR3,

dvs f(x) > C for alla x € IR? om konstanten C ir < —2, t ex C' = —3.



Uppgift 4.(a)
Har vill vi 16sa problemet att minimera %XTX daa’x =0b.

Detta ar ett konvext QP-problem med ett likhetsbivillkor, sa optimalitetsvillkoren blir:

I -—-a X 0 b b
= , med 16sningen o = INE] ochX=14-a= AT
al o0 U b EY |al

b2
Dirmed ér |[%|? = PR
a

Uppgift 4.(b)
Har vill vi 16sa problemet att minimera %XTX da x = c+t-d, vilket ar
ekvivalent med envariabelproblemet att minimera i (c +¢-d)"(c +¢-d) da t € IR.

c'd c'd

N[ =

Minimering med avseende pa t ger att t = _W , varvid X = ¢ — W -d.
T)2
cd
Dirmed dr [%[? = [c|* — ( |d|2)

Uppgift 4.(c)

Nu dr d = a. Om man séitter inx = ¢ + t-a i ekvationen a'x = b sa erhalls att
b—c'a - b—c'a
t= W , varvid skarningspunkten blir X =c + W - a.
a a

Uppgift 4.(d)

Fran (c)-uppgiften far vi att |X|*> = |c|* + — —

Om man jamfor med svaren i (a)- och (b)-uppgifterna, och sétter d = a,
s& erhalls att |X|? = [%]? + |%|2.

Den geometriska tolkningen bygger pa att niar d = a sa ar X och X ortogonala och X = X+ X.
(Detta foljer av enkla kalkyler.) Darmed utgér x diagonalen i en ratvinklig rektangel vars
sidor utgors av % och X. Sambandet |X|? = |%|? + |%|? ir d& Pythagoras sats.



Uppgift 5.(a)

Problemet kan skrivas pa formen: minimera f(x) da g;(x) <0, 7= 1,2, dar

f(x) =8x1 — 629, g1(X) = (71 —1)2+ (22 — 1)2 =4, go(x) = (21 +1)? + (22 +1)2 — 4.
Malfunktionen &r linjar, och ddrmed dven konvex.

Bada bivillkorsfunktionerna har andraderivatsmatrisen [ 0 [2) ] som &r positivt definit.

Darmed ar aven bivillkorsfunktionerna konvexa, varfér det betraktade problemet ar ett kon-
vext optimeringsproblem. Vidare uppfyller exempelvis x = (0,0)T samtliga bivillkor med
strikt olikhet, sa det betraktade problemet &r ett requldrt konvext problem. Det betyder att
en punkt X ar en globalt optimal 16sning till problemet om och endast om X ar en KKT-punkt.

Uppgift 5.(b)

Lagrangefunktionen kan skrivas L(x,y) = f(x) + y191(x) + y292(x) =
=811 — 6o +y1((x1 — 1)2 + (22 — 1)2 —4) + yo((z1 + 1)% + (22 + 1)2 — 4).
KKT-villkoren kan delas upp i fyra grupper enligt féljande.

(KKT-1) O0L/0x;=0for j =1,2:
8 + 2y1(x1 — 1) + 2y2(m1 + 1) =0,
—6 4+ 2y1 (22 — 1) + 2y2(22 + 1) = 0.

(KKT-2) Tillaten punkt, dvs ¢;(x) <0 for i =1,2:
(21— 1)2 4 (wp = 1)2 =4 <0,
(w1 +1)2+ (22 +1)2 -4 <0.

(KKT-3) Lagrangemultiplikatorerna icke-negativa:
Y1 Z 07
y2 > 0.

(KKT-4) Komplementaritetsvillkor, dvs y;g;(x) =0 for i = 1, 2:
y1(<$1 - 1)2 + (.%'2 - 1)2 - 4) = 0,
yQ((SCl + 1)2 + ($2 + 1)2 — 4) =0.

Uppgift 5.(c)

Antag forst att x uppfyller g1(x) = 0 och go(x) < 0. Enligt KKT—4 &r da y, = 0,
varefter KKT-1 ger att 1 =1 —4/y; och x9 =1+ 3/y;.

Insittning av detta i g1(x) = (z1 — 1)? + (22 — 1)? — 4 = 0 ger att y? = 25/4.

Pga KKT-3 ar da y; = 5/2, vilket svarar mot punkten z; = —3/5, x2 = 11/5.

Denna punkt uppfyller g;(x) = 0, men tyvérr blir go(x) > 0 sa det ar ingen KKT-punkt.

Antag nu att x uppfyller ga(x) = 0 och g;1(x) < 0. Enligt KKT—4 &r da y; =0,

varefter KKT—-1 ger att 1 = —1 —4/y2 och x9 = —1+ 3/ys.

Inséittning av detta i go(x) = (21 + 1)2 + (22 + 1)? — 4 = 0 ger att y3 = 25/4.

Pga KKT-3 ar da y2 = 5/2, vilket svarar mot punkten z;y = —13/5, z2 = 1/5.

Denna punkt uppfyller go(x) = 0, men tyvérr blir g;(x) > 0 sa det dr ingen KKT-punkt.



Uppgift 5.(d)
Antag att x uppfyller g;(x) = 0 och ga(x) = 0, dvs

x%—2x1+m%—2x2:2,
x%+2x1+x%+2x2:2.

Om man addera dessa ekvationer s& erhélls % + 23 = 2.

Om man subtraherar den forsta ekvationen fran den andra sa erhalls z1 + 2o = 0.
De enda l6sningarna till detta ar x = (1, —1)T och x = (=1, 1)T.

Dessa bada punkter uppfyller ocksa g;(x) = g2(x) = 0.

Det aterstar att undersoka om nagon av dessa bada punkter ar en KKT-punkt.
Antag forst att x = (1, —1)T.

Da overgar KKT—1 till 8 + 4y = 0 och —6 — 4y; = 0, dvs y; = —1.5 och y3 = —2.
Men detta strider mot KKT-3, sa x = (1, —1)T #r inte en optimal 16sning till problemet.

Antag nu att x = (-1, 1)T.
Da overgar KKT-1 till 8 — 4y; =0 och —6 4+ 4y =0, dvs y1 =2 > 0 och yo = 1.5 > 0.

x = (=1, 1) och y = (2, 1.5)T uppfyller dirmed samtliga KKT-villkor
och séledes dr x = (=1, 1)T en optimal 16sning till problemet.



