Kvadratisk optimering fér analys av ett fackverk, av Krister Svanberg

Hér ges ett exempel pa ett kvadratiskt optimeringsproblem som naturen 16ser, till synes utan
nagra storre svarigheter.

Givet &r en 3-dimensionell fackverksstruktur bestaende av 5 st noder och 4 st sténger.
De fem nodernas koordinater (i x-, y- och z-led) ges i tur och ordning av:
(-1,0,0), (0,-1,0), (1,0,0), (0,1,0) och (0,0,1).

De fyra stéingerna har samtliga lingden v/2 och de forbinder noderna enligt foljande:
Stang 1 gar mellan noderna 1 och 5, stang 2 gar mellan noderna 2 och 5,

stang 3 gar mellan noderna 3 och 5, och stang 4 gar mellan noderna 4 och 5.
Noderna 1-4 ar samtliga “fixerade” (fastskruvade i berg) sa att de inte kan rora sig,
medan nod 5 ar “fri”.

I nod 5 (den fria noden) appliceras nu en given yttre kraft p = (ps, py, p2)T.
Detta fororsakar normalkrafter fq, f2, f3 och f4 i de fyra stdngerna,

dar f; > 0 betyder dragkraft medan f; < 0 betyder tryckkraft.

Uppgiften gar ut pa att bestdmma dessa normalkrafter.

Vi far f6ljande tre villkor for kraftjamvikt i den enda icke-fixerade noden (dvs nod 5):
Pz — f1/V2+ f3/V2 =0, (kraftjamvikt i x-led)
py — f2/V2+ f1/V2 =0, (kraftjamviks i y-led)
p-— [1/V2 = f2/V2 = f3/V2 = f1/V2 =0, (kraftjimvikt i z-led).

Detta kan skrivas pa formen Rf = p,
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dir R=—=" 0 1 0 -1 , P= (p:va Dy, pZ)T och f = (fh f27 f3> f4)T'
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Men detta ekvationssystem har odndligt manga losningar, sa det racker inte for att bestdmma
f entydigt. Vi maste ocksa antaga att materialet i stdngerna ar linjart elastiskt, sa att det
sker en (liten) deformation av strukturen da kraften p appliceras.

Antag dérfér att den fria noden forflyttas fran (0,0,1) till (0,0, 1)+ (uz, uy, u.),

dér vektorn u = (ug, uy, u,)' kallas forskjutningsvektorn svarande mot lastvektorn p.

Om komponenterna i vektorn u ar “sma” sa ger en geometrisk betraktelse att de fyra

Tu, dir

sténgernas lingdéndringar (elongations) e; beror av u enligt formeln e; = r;

T
r, = (\2 , 0, \2) (= en normerad riktningsvektor for stang 1),
ro = ( 0 1 1>T (= en normerad riktningsvektor for stang 2)
VRG] ;
r3 = <_1 0 1)T (= en normerad riktningsvektor for stang 3)
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Sambandet mellan stdngernas langdandringar och den fria nodens forskjutning kan saledes

skrivas pa formen e = RTu, dir e = (ey, €2, €3, e4)" och dér R &r samma matris som ovan!

-
) (= en normerad riktningsvektor for stang 4).



Vi behover ytterligare en uppsattning villkor, namligen sambandet mellan langdandring och
AE

normalkraft for varje stang. Detta ges av Hookes lag som sager att f; = “ej,

Lj

dar A; ar tvarsnittsarean, L; dr stangléngden, och E ar materialets elasticitetsmodul.

L .
Detta kan skrivas e = Df, dar D ar en diagonalmatris med diagonalelementen d; = 1 ]E

J
Sammanfattningsvis har vi foljande samband: Rf =p, e=RTu och e =Df.
Har kan vektorn e elimineras, varefter vi far féljande ekvationssystem i f och u:

Df — R'u = 0
(0.1)

Rf = p

Eftersom matrisen D ar positivt definit sa ar detta ekvationssystem ekvivalent med foljande
kvadratiska optimeringsproblem under linjéra bivillkor:

minimera % fTDf

. (0.2)
da Rf =p.

Bland alla vektorer f som uppfyller kraftjamviktsvillkoren Rf = p sa véljer alltsa naturen
den vektor f som minimerar den kvadratiska funktionen %fTD f. Denna malfunktion kan
tolkas som totala tojningsarbetet, ty fTDf = > djsz =>_; fie; = >, (kraft - viig).

Optimeringsproblemet (0.2) kan 16sas pa tva sitt. Det forsta séttet bestar i att 16sa (0.1).
Ur Df — RTu = 0 erhalls att f = D"'RTu, som insatt i Rf = p ger ekvationssystemet

RD 'RTu=p. (0.3)

Enligt ovan ar L;= V2 for alla j. For enkelhets skull antar vi fortsittningsvis att Aj=1 for
alla j och att E=+/2, sa att D = I = enhetsmatrisen. Vidare antar vi att p = v/2-(4, 1, 6)T.
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Dasr RDT'RT=|0 1 0 |,savifaratt u=+2-[1 |, varefter f=RTu= 1
00 2 3 9

Optimeringsproblemet (0.2) kan ocksa l6sas med en nollrumsmetod.

Genom att tillimpa Gauss-Jordans metod pa ekvationssystemet Rf = p, eller enklare pa
systemet 2 Rf = \/2p, sa erhalls efter nagra radoperationer att en tillaten 16sning ges av
f=1(9,2,1,0)7, medan en bas till N(R) ges av vektorn z = (—1, 1, —1, 1)T.

Diérefter bestéms skaliren v ur ekvationen z'Dzv = —z'Df, dvs 4v =8, dvs v = 2.
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Slutligen erhalls den optimala 16sningen till problemet (0.2) ur f =f + 2.z = 1
2



