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Subgradientmetoder.
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Subgradient och subgradientmetod

Betrakta problemet

max ()

da u e IR™,
dar ¢ ar en konkav funktion pa IR™.

Definition. En vektor s € IR™ ar en subgradient till © i en punkt u om
o(v) < o(u) + st(v —u) for allav € IR™.

Om ¢ ar differentierbar i u ges den unika subgradienten av V(u).

ldén bakom en subgradientmetod ar att iterativt maximera ¢(u) genom

att berakna subgradienter och ta steg i subgradientens riktning.
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Nagra egenskaper hos subgradienten

Pastdende. Antag att u inte ar optimal till (D). Lat s vara en
subgradient till o iu och It v vara optimal till (D). D3 galler att
sT(u* —u) > 0.

Bevis. 1dé: 0 < p(u”) — p(u) < sT(u™ —u). O

OBS! Det galler inte sakert att ¢(u + 0s) > p(u) for 6 positiv nara noll.

Pastdende. Antag att u inte ar optimal till (D). L3t s vara en
subgradient till o iu och It u* vara optimal till (D). D3 galler att

2sT(u* — u)> |

|E:

lu+60s —u |2 < ||lu—u*||2 for 6e (O,

Bevis. 1dé: ||u+ 0s — u™||3 = ||lu — u"||3 — 20sT(uw" — u) + 62||s||3. O

Ett litet steg i subgradientens riktning tar oss narmare optimallosningen.
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Nagra egenskaper hos subgradienten, forts.

Pastdende. En punkt u* € IR™ ar optimal till (D) om och endast om
nollvektorn ar en subgradient till © iu*.

Bevis. Idé: 0%(u — u*) > ¢(u) — p(u") for alla u om och endast om
o(u) < p(u*) for alla u. O

OBS! Detta galler da (D) inte har nagra bivillkor.

Pastdende. Antag att s* och s* ar subgradienter till p i w. D3 ar
(1 — a)st + as® ocksd en subgradient till p iu for a € [0,1].

Bevis. |dé:
p(v) < opu)+(s7) (v — u) v) < o(u)+((1—a)s' +as?) (v—u).
) <o)+ (Yo —uy P = PlHmalsrasiem)
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Subgradienter till lagrangeduala problem

Pastaende. Antag att p(u) = mingex{f(z) —u'g(x)}. D3 ar
—g(x(u)) en subgradient till p iwu, dar x(u) ar en optimallosning till

minex{ f(z) — u'g(x)}.
Bevis. 1dé: L&t z(v) vara optimal till mingcx{f(z) — vig(z)}. D3 far vi

o(v) = f(x(v)) = v'g(z(v)) < f(2(u)) — v g(z(u))
(()) (ﬂw)—ﬂﬂMV@—U)
pu) =

Genom att I16sa det lagrangerelaxerade problemet min,cx{f(z) — u’g(x)}

far vi ur optimallosningen z(u) en subgradient —g(x(u)).

A. Forsgren, KTH 5 Forelasning 11 5B1815 2006,/2007



Subgradienter i heltalsprogrammeringsproblem

Vi kan tillampa detta pa heltalsprogrammeringsproblemet

min clx
(IP) da Az >,
x e X,

dar X ={x € R":Cx >d, z >0, x heltalig}.

For ett givet u € IR™, u > 0, blir den duala malfunktionen

p(u) = Crcnei)rg{ch —u'(Az — b)}.

Om z(u) ar en optimallésning till min,cx{c'z — u!(Az — b)} blir

b — Ax(u) en subgradient till ¢ i u.
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Exempelproblem

min —xy — T — X3

dd x1—x— 23>0,
20y — 2x3 > 0,
1+ T+ 23 =1,

SIZ‘]‘ - {O, 1}, ] — 1,2,3.

T1— Tp — X
L5t g(z) = 12 22 YlT={12}, =9,
Xy — £I3

X={exeR:x1+x+23=1, 2; €{0,1},5 =1,2,3}.
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Lagrangerelaxering av bivillkor 1 och 2 i exempelproblemet

Antag att bivillkoren 1 — x5 — 23 > 0 och 22, — 223 > 0

lagrangerelaxeras med motsvarande multiplikatorer u; och .

Det duala problemet ges av

max u
(D) P s
da u > 0,
e(u) = min —x; — xy — x3 — ur(r1 — T2 — x3) — U2(222 — 223)

dd z1+z+a3=1, z; € {0,1}, j=1,2,3,

= min(—ul — ].)Cl?l -+ (ul — QUQ — 1)56‘2 -+ (Ul -+ ZUQ — 1)2173
dd e {(100)7,(010)7, (0017},

— min{—ul — l,ul — 2?1,2 — l,ul + 2UQ — ].}

A. Forsgren, KTH 8 Forelasning 11 5B1815 2006,/2007



Geometrisk illustration av duala problemet till exempelproblemet

Det tvadimensionella duala problemet (D) kan illustreras grafiskt:
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up >y >0 = z(u) = (010)7, p(u) =us —2uy — 1, g(z(u)) =
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up > up > 0= z(u) = (100), p(u) =—u; — 1, g(z(u)) =

0
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Geometrisk illustration av subgradienter till det duala problemet

Det tvadimensionella duala problemet (D) kan illustreras grafiskt:
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Da u; = uy ar subgradienten inte unik. Exempelvis u; = u, = 3. Notera

att ¢ avtar | de markerade subgradienternas riktningar.
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Subgradientmetod

lteration k i en subgradientmetod tar foljande form givet ©* € IR™ dar
ub >0,1€Z:
k . . . . . T L k T .

z® «— optimallosning till mingcx{c'x — (u*)"(Az — b)},

sk «— b— AxF

OF «— steglangd,

bl — b 4 0FsF Lt max{uftt 0}, i e T.
Nagra kommentarer:

e Punkten u* 4 0*s* projiceras p3 tilldtna omradet {u : u; > 0,7 € I}.

e Mojligt val av steglangd ar 6% = 1/k. (Battre val finns.)

o X .- 17 *
e Ofta langsam konvergens “nara” u .

e Viktigt att generera primalt tilldtna losningar efterhand.
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Grov sammanfattning av kursen

Kursen kan grovt summeras enligt foljande:

e Modeller och metoder for linjara optimeringsproblem dar variablerna

eventuellt varit heltaliga.

e Osakerhet i problemdata har modellerats med stokastisk

programmering.
e Metoder for LP-problem: simplexmetoden och inrepunktsmetoder.
e Dekomposition och kolumngenerering.
e Tradsokning, LP-relaxering och lagrangerelaxering for IP-problem.
e Subgradientmetoder for duala problem.

e Projekten avklarade. Tentamen aterstar. Lycka till!
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