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Linjarprogrammering. Simplexmetoden.
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Exempelproblem linjarprogrammering

min —xy + X9

da —2x;+ 2, > —4, f s
2x1 — 310 > —9,
—4xy — xy > —16,
11 >0, | g
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Exempelproblem linjarprogrammering, forts.

Ekvivalenta linjarprogrammeringsproblem.

min —xy + o min —xy1 + o

da —2x;+ 2, > —4, da —2x1+ 22 — 13 = —4,
2x1 — 31 > —9, 201 — 31y — x4 = —9,
—4x1 — 10 > —16, —4xr1 — 10 — x5 = —16,
x1 > 0, r; >0, 7=1,...,5.
ro > 0.

A. Forsgren, KTH 3 Forelasning 2 5B1815 2006,/2007



Exempelproblem linjarprogrammering, forts.

Ekvivalenta linjarprogrammeringsproblem.

min —xy + o min —x1 + o

da —2x;+ 2, > —4, da 2r1 — 20+ 23 =4,
2x1 — 31 > —9, —4x1 + 4wy — 13+ 14 = 5,
—4x1 — 10 > —16, Ari — Ty — X3 — X4 + x5 = 3,
r1 > 0, r; >0, 7=1,...,5.
ro > 0.
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Metoder for linjarprogrammering

Vi ska studera tva typer av metoder for linjarprogrammeringsproblem.

e Simplexmetoden.
— Kombinatorisk 1 sin natur.

— lterationspunkterna ar extrempunkter till tillatna omradet.

e Inrepunktsmetoder.

— Foljer approximativt en trajektoria som skapats av en storning av
optimalitetsvillkoren.

— lterationspunkterna ligger i det relativa inre av tillatna omradet.
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Linjarprogrammeringsproblem pa standardform

Vi kommer genomgaende att studera linjarprogrammeringsproblem pa
standardform, dvs

: n
min- )i G

dd > ayr;=0b, i=1...,m,
r; >0, 7=1...,n.
Med vektornotation far vi
min clx
dd Ax =0,
x>0

Genomgaende antas att A har full radrang.
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Standardform och olikhetsform

Vi kommer att studera linjarprogrammeringsproblem pa standardform,

min clx
dd Ax =0,
x>0

Genom att partitionera A = (B N) dar B ar m X m och inverterbar far
Vi
min  csrp + ChIN
dda Bxg+ Nxy =0,
xg >0, xy=>0.
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Standardform och olikhetsform, forts.

Vi kommer att studera linjarprogrammeringsproblem pa standardform,

min clx
dd Ax =0,
x>0

Eliminering av 5 som x5 = B7'b — BNz ger

min (cy — N'B~lcg)zy
da —B_INZCN > —B_lb,
TN Z 0.

Ekvivalent problem pa olikhetsform.
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Tillatna baslosningar

Om vi later n linjart oberoende bivillkor vara aktiva, dar alla

likhetsbivillkoren ar inkluderade, far vi en baslosning x = (z, z1)" som

ges av
B N T b
0 [ TN 0

Partitioneringen A = (B N) bestams av vilka n — m bivillkor ur z > 0
som satts aktiva. Bivillkoren z; > 0 ignoreras.

Baslosningen ar en tillaten baslosning om x5 > 0.

Tillatna baslosningarna ar extrempunkterna till tillatna omradet.

A. Forsgren, KTH 9 Forelasning 2 5B1815 2006,/2007



Optimalitet av tillaten baslosning

Antag att vi har en tillaten baslosning

B N T g b
0 [ T 0
Pastdende. Baslosningen ar optimal om clp* >0,i=1,....n —m,
dar p* ges av
B N Pl 0
| = ., 1 =1, LN — M
0 I e €;

Bevis. Om y ar tilliten maste gélla att y —z = > " v;p', dér v; > 0,
i=1,...,n—m. Alltsd blir ¢!(y — z) > 0. OJ

A. Forsgren, KTH 10 Forelasning 2 5B1815 2006,/2007



Test av optimalitet av tillaten baslosning

Notera att c * kan skrivas som

_y ( - ) B N 0
cCp =\ c C
oo 0 I €;
. ) B" 0 Cp
Lat y och s, losa
NT T Cn

D3 blir ¢Tpi = (y ) ) — (5x):.
—1,.

Vi kan alltsa berakna c¢!p?, ,n — m, genom att losa ett

)

ekvationssystem.
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En iteration i simplexmetoden

e Berakna simplexmultiplikatorer y och reducerade kostnader s ur
BT 0 Y Cp

Nt T Sn Cn

e Om (sy); < 0, berakna sokriktning p ur
B N Ds 0
0 I D €t

e Berakna maximala steglangden a,,.x och begransande bivillkoret 7 ur

o : (xB)i . - (xB)i
Qmay =  MIN . T = argmin
i:(pB)i<0 _(pB)z' i:(pB)i<0 _(pB)i

o Lat z = o + amaxp-

e Ersatt (vy); =0 med (z), = 0 bland de aktiva bivillkoren.
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En iteration i simplexmetoden, alternativt
e Berakna simplexmultiplikatorer y och reducerade kostnader s ur
BTy = Cg, Sy =Cn — NTy.
e Om (sy); < 0, berakna sokriktning p ur
py =€, DBps=—N,.
e Berakna maximala steglangden a,..x och begransande bivillkoret r ur

B . (z5) . . (zp);
Omax = Min . T = argmin
i:(pp)i<0 _(pB)i i:(pg)i<0 _(pB)i

o Lat x = = + amaxp.

e Ersatt (vy); =0 med (z5), = 0 bland de aktiva bivillkoren.
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Att hitta en tillaten baslosning
For att hitta tillaten baslosning kan man bilda sa kallat Fas I-problem

min elu

dd Az +u =0,
x>0, u>0,

dar e har alla komponenter 1.

Vi antar att b > 0. (Om inte kan motsvarande rader i Ax =b
multipliceras med —1.)

Tillaten baslosning till Fas |-problemet fas da med u som basvariabler.

Los sedan Fas |-problemet med simplexmetoden. Om optimalvardet ar
noll far vi tillaten baslosning till ursprungsproblemet, annars saknar
ursprungsproblemet tillatna losningar.
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Simplexmetoden

e Primal simplexmetod framstalld har. Baslosningen x ar tillaten till
(PLP). Motsvarande y och s uppfyller A’y + s = ¢ samt
komplementar slack 2’s = 0. Daremot s > 0 endast i optimum.

e Simplexmetoden behover en initial tillaten baslosning. Kan fas med

Fas |-problem.

e Simplexmetoden terminerar garanterat om o > 0 1 alla
iterationer. Fallet o« = 0 kan intraffa om fler an n bivillkor ar
aktiva. Detta kallas degeneration. Anticyklingsstrategi kravs for att

garantera konvergens om o, = 0.
e Simplexmetoden tar ett polynomiellt antal iterationer “i allmanhet”.

e Man kan skapa “elaka” (konstruerade) problem dar simplexmetoden
kraver ett exponentiellt antal iterationer eller cyklar.
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Exempel pa degenererat linjarprogrammeringsproblem

Ett tilldelningsproblem kan skrivas pa foljande form:

n o n
min E E CijLij

i=1 j=1

n
da E ZEij:]., Z:].,...,n,
j=1

iﬂfijzl, j:].,...,n—].,
1=1

CIZZ']'ZO, izl,...,n,jzl,...,n.

Bivillkorsmatrisen har rang 2n — 1. En tillaten bas har n basvariabler

med varde 1 och n — 1 basvariabler med varde O.

Strukturellt degenererat.
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