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Lagrangerelaxering. Dualitet. LP-optimalitet.
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Relaxering

min  f(x min  fr(x
(P) @ (Pr) @

da z€F, da z € Fk.

Definition. Problem (Pg) ar en relaxering av problem (P) om

(1) Fr 2 F, och (ii) fr(z) < f(x) forallaxz e F.

Pastaende. Optimalvardena uppfyller optval( Pr) < optval(P).

Pastdende. Om ™ ar en global minpunkt till (Pg) sddan att 2™ € F
och fr(2™) = f(2*), s& ar * en global minpunkt till (P).
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Lagrangerelaxering

min f(x)
(P) da gi(x) >0, i€l ZUUE =A1,...,m},
gi(z) =0, 1€&, INE =0.
x e X,

For y € IR™ definieras lagrangefunktionen L(z,y) = f(x) — y'g(x). For
ett givet y € IR sadant att y; > 0, + € Z, ges det lagrangerelaxerade
problemet av

min  f(2) —y'g(z)

(Py)
T reX.

OBS! Parametern y ar fix da (FP,) loses, x ar variabeln.
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Lagrangedualitet

Det lagrangeduala problemet (D) fas genom att gora

lagrangerelaxeringen sa stark som mojligt.

max  ©(y)

(D) .
da ye IR, vy, >0, 1€1,

dar

p(y) = min f(z) - y'g(x).

Svag dualitet. Optimalvardena uppfyller optval(D) < optval(P).
Skillnaden optval(P) — optval(D) kallas dualitetsgapet.

Observera att ett bivillkor antingen kan tillhora ¢ eller X. Olika val kan
ge olika dualer. Vi ska se att for linjarprogrammering ar dualitetsgapet

noll.
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Ett dualt problem till LP-problem pa standardform

min clz

di Az =0, >0

(P)

Lat g(z) = Az —b, E={1,....m}, T =0, X ={x:x >0}

For ett givet y € IR™ far vi
bly om Aly < C,
o(y) = min Tx —yT(Az — ) =4 = ° y <

x>0 —00  annars.

Foljaktligen,
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Ett alternativt dualt problem till LP-problem pa standardform

S Ax —b
Alternativt, 13t g(z) = L E=1{1,...,m},
T

IT={m+1,....m+n}, X=IR"

For givna y € IR™, s € IR", s > 0, far vi

bly om Aly +s=c¢,

Sp(yv S) = min CTQZ — yT(AZC — b) — STQE —
vttt —O0O  annars.
Foljaktligen,
max by
(D/) dé ATy —|— S — C7
s > 0.
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Primala och duala linjarprogrammeringsproblem

Till det primala linjarprogrammeringsproblemet

T

min c'x
(PLP) dd Az =0,
x>0

hor det duala linjarprogrammeringsproblemet

max bly
(DLP) dd Aly+s=c
s > 0.
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Svaga dualitetsresultat for linjarprogrammering

Pastdende. Om x ar tilliten till (PLP) och y, s ar tillaten till (DLP)
galler att clx — bly = 21s > 0.

Bevis. Insattning ger resultatet. []

Pastaende. Om x ar tillaten till (PLP) och vy, s ar tillaten till
(DLP), samt dessutom x's = 0, s3 ar dessa I6sningar optimala till

respektive problem.

Bevis. Foljer av foregaende pastaende. []
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Stark dualitet for linjarprogrammering

Betrakta det primala linjarprogrammeringsproblemet

min clx

(PLP)
d3 Az =0b, x>0.

och det tillhorande duala linjarprogrammeringsproblemet

max bly

(DLP)
dd Aly+s=c, s>0.

Sats. Om (PLP) har en optimallosning, sa har aven (DLP) en
optimalitetslosning, och de optimala malfunktionsvardena ar lika.

Bevis. Konstruktivt med simplexmetoden. (Lite fusk.) [J
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Linjarprogrammering, optimalitetsvillkor

LP-problem:
min

(PLP) 43

Optimalitetsvillkor:

clx
Az = b, (DLP)
x>0
Azr = b,
Aly+s=c,
:stj_ov ]: )
x > 0,
s>0

max bly

dd Aly+s=c,
s > 0.
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En iteration i1 simplexmetoden
e Berakna simplexmultiplikatorer y och reducerade kostnader s ur
BTy = Cg, Sy =Cn — NTy.
e Om (sy); < 0, berakna sokriktning p ur
py =€, DBps=—N,.
e Berakna maximala steglangden a,..x och begransande bivillkoret r ur

B . (z5) . . (zp);
Omax = Min . T = argmin
i:(pp)i<0 _(pB)i i:(pg)i<0 _(pB)’i

o Lat x = = + amaxp.

e Ersatt (vy); =0 med (z5), = 0 bland de aktiva bivillkoren.
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Linjarprogrammering, optimalitetsvillkor

LP-problem:
min clz max by
(PLP) d3 Ax = b, (DLP) 43 Aly +s=c,
x> 0. s > 0.

Partitionera A = (B N). Lt xy = 0 och sg = 0. D3 blir
optimalitetsvillkoren

BSIZ’B — b,
BTy:CB7 NTy—l_SN:CNa
rp >0, sy =0.

Simplexmetoden haller alla villkor utom sy > 0 uppfyllda hela tiden.
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Kanslighetsanalys

Vad hander om problemdata andras? Exempelvis om b och ¢ andras?

For en given baslosning kan svaret ges "direkt” sa lange basen ger primal
respektive dual tillatenhet.

B N 5 b )
— ) CCBZO?
0 I T 0
BT 0 j %
T1= . 5 >0
NT T Sy Cy
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