Losningar till tentan i SF1861 Optimeringslara, 3 Juni, 2016

Uppgift 1.(a)

We note that each column in the matrix A contains one “+1” and one “—1”, while all the
other elements in the column are zeros. We also note that the sum of the elements in the
vector b is zero. These observations imply that the LP problem is in fact a balanced network
flow problem with 4 nodes (one for each row in A) and 4 directed arcs (one for each column
in A). The network corresponding to the given A, b and c in this exercise can be illustrated
by FIGURE 1 below, where the supply at the nodes (i.e. the components in the vector b),
and the unit costs of the arcs (i.e. the components in the vector ¢) are written in the figure.
Arcs from Nodel are directed from left to right, while arcs from Node3 are directed from
right to left. Negative supply means demand. If the flow in the arc from node ¢ to node j is
denoted x;;, the variable vector is x = (212, T32, T34, :C14)T.

The suggested solutions % = (50,0,30,10)T and % = (20,30,0,40)" can be illustrated in
FIGURE 2 and FIGURE 3, respectively, with the arc-flows written on the arcs.
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Both the suggested solutions are clearly feasible, since there is flow balance in each of the four
nodes and all arc-flows are non-negative. Moreover, each of the two solutions corresponds to
a spanning tree in the network. Thus, both solutions are basic feasible solutions to the LP
problem. It remains to show that they are optimal.



For each of the two solutions, the simplex multipliers y; for the four nodes are calculated by
ya = 0 and y; — y; = ¢;; for all arcs (4, j) in the corresponding spanning tree.

In FIGURE 4, the y; for X are calculated in the order y4 =0, y3 =3, y1 = 1, yo = —1.

In FIGURE 5, the y; for X are calculated in the order y4 =0, y1 =1, y2 = —1, y3 = 3.

Then the reduced cost for the single non-basic variable x32 in FIGURE 4 is calculated by
rso=c32—ys+y2 =4—-3+(-1) =0,

while the reduced cost for the single non-basic variable x34 in FIGURE 5 is calculated by
T34 =C34—Ys+yYa=3—-3+0=0.
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Since r32 > 0 in FIGURE 4, X is an optimal solution to the LP problem.
Since r34 > 0 in FIGURE 5, X is an optimal solution to the LP problem.

As a final check, we see that ¢'T®* =2-504+4-043-30+1-10 = 200,
and c™Xx =2-204+4-30+3-0+1-40 =200, so that c'* =c'x.



Uppgift 1.(b)
Forst anvinder vi Gauss—Jordans metod pa matrisen

1 0 0 1 60
-1 -1 0 0 =50
0 1 1 0 30
0 0 -1 -1 -40

(A b]=

Efter nagra “enkla radoperationer” erhélls matrisen

1 0 0 1 60
0 1 0 —1 =10
Tel=| ¢ o 1 1 a0

0O 0 0 0 0

Nu ar A overford till trappstegsform med tre trappstegsettor, medan den ursprungliga
hogerledsvektorn b samtidigt overforts till den nya hogerledsvektorn p.

Observera att de bagge ekvationssystemet Ax = b och Tx = p har samma l6sningsméngd,
eftersom de enkla radoperationerna inte &ndrar denna.

Men den allménna 16sningen till Tx = p erhalls i detta fall genom att forst sdtta den variabel

som inte svarar mot trappstegsettor till ett godtyckligt tal v, dvs z4 = wv, och déarefter
bestamma hur “trappstegsvariablerna” x1, s och x3 maste bero av v for att Tx = p ska bli
uppfyllt.
Detta ger att den allméanna losningen till Tx = p, och ddrmed &dven till Ax = b, ar
1 =60 —wv, xo =—-10+v, x3 =40 — v och x4 = v, som kan skrivas
T1 60 —1
T9 —10 1 .. . .
X = = + v, for v € IR, ur vilket framgar att vektorn
T3 40 -1
T4 0 1
60 -1
- —-10 | . . . 11 . . .
X = 40 | AT en losning till Ax = b, medan Z = _q | aren matris vars (i detta fall
0 1

enda) kolonn utgor en bas till N'(A).
Om vi nu kréver att Ax = b och z; > 15 for alla j, sa innebér detta att v maste uppfylla:
60 —v > 15, dvs v <45,
—10+v > 15, dvs v > 25,

40 —v > 15, dvs v <25, och
0+wv>15, dvswv>15.

Vi ser att enda mojligheten fr att v = 25, vilket svarar mot 16sningen x = (35,15, 15,25)7.



Uppgift 2.(a)
Vi har ett LP-problem pa standardformen

T

minimera c¢'x
da Ax=b,
x>0,
. 22110 (60 T e
daurA—[1 5 2 0 1], b—<90>ochc = (—5,-8,-5, 0, 0).
Startlosningen ska ha basvariablerna x4 och x5, sa att g = (4,5) och v = (1,2, 3).
- 1 0 2 21
Motsvarande basmatris ar Ag = {O 1} , medan A, = {1 9 9 ]

Motsvarande baslosning har xg = b och x,, = 0, dir b ges av systemet Aﬁl_a = b,

[1 0] /b1 _[60 - (b)) _ (60
dvs 01 (bg) = (90>, med l6sningen b = <bg) = <90).

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna erhalls ur systemet Ag y = cg,

_10_y1_0 (w1 _ (O
dvs 01 <y2> —<0>,medlosn1ngen y = <y2> = <0>

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

1T =l —yTA, = (=5,-8,-5) - (0, 0) [f . ﬂ — (-5,-8,-5).

v

Eftersom r,, = ro = —8 &r minst, och < 0, ska vi lata x2 bli ny basvariabel.

Da behéver vi berdkna vektorn & ur systemet Agas = ao,

d 10 iz _ (2 med 16sningen a, = a2 _ (2
V801a22—2,eosgea2—a22—2.

Det storsta varde som den nya basvariabeln xo kan ¢kas till ges av
b; 60 90 60 by
$MAX ? . — mi L — = — = —
miln{c_li2 | a0 > 0} mln{ 5 5 } 5 "

Minimerande index &r ¢ = 1, varfor xg, = x4 inte lingre ska vara basvariabel.
Dess plats tas av xo.

Nu ar alltsa 8 = (2,5) och v = (1,4, 3).

20

2 11
9 1},medan AV—[ ]

Motsvarande basmatris ar Ag = [ L 0 o

Motsvarande baslosning har xg = b och x,, = 0, dir b ges av systemet Aﬁf) = b,

2 0] /b1 (60 = (b (30
dvs [2 1} <52> = <90>, med 16sningen b = (52) = <30>.



Vektorn y med simplexmultiplikatorerna erhalls ur systemet ABT y = cg,

2 2 yi\ _ [ —8 (i (4
dvs {O 1}(3/2)_( O),medlosmngen y—(y2>—( 0).

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

rl=cl —yTA, =(-5,0,-5) — (-4, 0) [f (1) ;] = (3, 4, —1).

Eftersom r,, = r3 = —1 &r minst, och < 0, ska vi lata x3 bli ny basvariabel.

Da behéver vi berdkna vektorn az ur systemet Agaz = ag,

2 0 a1z \ 1 .. - (a3 _ 0.5
dvs [2 1} <c‘123> = <2>, med l0sningen ag = <a23> = ( 1 >

Det storsta varde som den nya basvariabeln x3 kan ¢kas till ges av
b . {30 30\ 30 b

:mim{aig | ai3>0} :mm{oﬁ, 1} =1 T o

Minimerande index ar ¢ = 2, varfor x5, = x5 inte lingre ska vara basvariabel.

Dess plats tas av x3.

tmax

Nu ar alltsa 8 = (2,3) och v = (1,4, 5).

21

2 2

Motsvarande basmatris ar Ag = [ L 01

},medan A, = [2 1 0].

Motsvarande baslosning har xg = b och x, = 0, dér b ges av systemet A,gl_) = b,

(2 1] (b1 _ (60 - (b _ (15
dvs 2 2 <b2> = <90>, med l6sningen b = <b2> = <30>.

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna erhalls ur systemet Ag y = cg,

(2 2] (1) (-8 () (-3
dvs 12 (yQ)—<_5>,medlosn1ngen y—<y2>—<_1 .

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

rI—cI—yTAV—(—5,0,0)—(—3,—1)[i (1) (1]]—(2,3, 1).

Eftersom r, > 0 sa dr den aktuella tillatna baslésningen, dvs x = (0,15,30,0,0)T,
optimal 16sning till P. Optimalvérdet &r c¢'x = —8-15 — 530 = —270.



Uppgift 2.(b)
Det primala problemet P ar pa formen

minimera c¢'x

da Ax =b,
x > 0.

Det motsvarande duala problemet D &r da pa formen

maximera by
da ATy <c,

som utskrivet blir:

maximera 60y; + 90y
da 2y +  y2 < =5,
2y +  2y2 < =8,
y1 +  2y2 < =5,
Y1 S Oa
y2 < 0.

En noggrann figur visar dels att det tillatna omradet till D har de fyra hérnpunkterna

-5 -3 -1 0
M = @ — (8) = ) =
= (5) v = (1) 0= (5) e v0= ()

dels att det tillatna omradet till D &r obegrédnsat och bestar av alla punkter
pa och sydvdst om de fem linjesegmenten:

y1—axeln vdster om punkten y(),
linjestycket mellan punkterna y™ och y®,
linjestycket mellan punkterna y® och y®,
linjestycket mellan punkterna y(3)

och y@¥),
ya—axeln séder om punkten y*¥).

Gl W=

Nivakurvorna till malfunktionen 60y; + 90ys &ar parallella linjer vinkelrédta mot
vektorn (60,90)7, med viixande virden at nordnordost i figuren.

Den nivakurva som svarar mot det maximala virdet pa malfunktionen inom det
tillatna omradet ges ur figuren av den nivakurva som gar genom hérnpunkten y(2.

Denna hérnpunkt, med y; = —3 och y2 = —1 ar alltsa en optimal 16sning till D.

Optimalviirdet ir b7y = 60 - (—3) + 90 - (—1) = —270.



Uppgift 2.(c) Komplementaritetsvillkoren blir i detta fall:
Ax=b, x>0, ATy <c och zj(c—ATy); =0, j=1,...,5, dvs

2x1 + 2x2 + 3+ 14 = 60,
T + 229 + 223 + x5 = 90,

1 >0,
x2 2 0,
x3 >0,
x4 20,
x5 >0,

201 +y2+5 <0,
2y1 +2y2 +8 <0,
Y1+ 2y2 +5<0,
y1 <0,
yQS()?

1 (2y1 + y2+5) =0,
x2 (2y1 + 2y2 + 8) =0,
r3(y1+2y2+5) =0,
x4y1 =0,
z5y2 = 0.

Insiittning av vara erhallna 16sningar x = (0,15,30,0,0)" och y = (=3, —1)T ger att

2-042-15+1-30+4+0 = 60,
1-04+2-154+2-30+0 =90,

0=>0,

15 >0,

30 >0,

0>0,

0>0,

2-(-3)+1-(-1)+5<0,

2. (=3)+2-(-1)+8<0,
1-(=3)+2-(-1)+5<0,

-3<0

-1<0
0-(2-(=3)+1-(=1)+5)=0-(-2) =0,
15-(2-(=3)+2-(-1)+8)=15-0=0,
30-(1-(=3)+2-(~1)+5)=30-0=0,
0-(-3)=0,

0-(—-1)=0

Samtliga villkor &r alltsa uppfyllda, vilket verifierar att x = (0,15,30,0,0)T och
y = (—=3,—1)T &r optimala l6sningar till P respektive D.



Uppgift 3.(a)

Med x) = (0, 0)T r h(x(V) = (3, 3, =5, -5)T och f(xV)) = L h(x)Th(xW)) = 34.
2(.%‘1 - 2) 2(5[}2 - O) —4 0
. . o 2(:61 — 0) 2($2 — 2) o 1)y — 0 —4
Vidare ar Vh(x) = 2zs +2) 2wa—0) | sa att Vh(x'") = 0
2(z1 —0) 2(x2+2) 0 4

I Gauss-Newtons metod ska man losa ekvationssystemet

Vh(xM)TVh(xM)d = —Vh(xM)Th(x™M) .

I vért fall &r Vh(x())TVh(x(V) = [32 N } och Vh(x™)Th(x(V)) = <:§;>

0 32
o . . 32 0 di\ (32 . a_ (1
sa ekvationssystemet blir [ 0 32] < d2> = <32), med l6sningen d\*/ = 1)

Vi privwar 1 = 1, s att x? = x 1 ;d® = x4 g (1)

Da blir h(x?) = (1,1, 1, 1)T och f(x?) =2 < 34 = f(x(V) (med bred marginal)
sa steget t1 = 1 accepteras. Darmed har vi utfort en fullstéandig iteration med
Gauss-Newtons metod, och erhallit x® = (1, 1)T.

Uppgift 3.(b)

Eftersom f &r godtyckligt manga ganger deriverbar i alla punkter x € IR? s ér f en konvex
funktion pa IR?> om och endast om Hessianen F(x) (dvs matrisen med andraderivator) ar

positivt semidefinit i alla punkter x € IR.
4

Nir f(z) = 2 h(x)Th(x) si ges Hessianen av F(x) = Vh(x)' Vh(x) + Z hi(x)H;(x).
i=1

163:% +32  16z129
162122 1622 + 32

I vart fall ar Vh(X)TVh(X) =

- 20 | - >\ 42
Vidare ar H;(x) = 5 | oberoende av i och x, samt Z hi(x) = 4a] + 4a5 — 4,

0 =1
4 2423 + 823 + 24 162172
sh att F(x) = Vh(x)"Vh(x) + Y hi(x)H;(x) = ! 2 _
i=1 162122 8x% + 24x3 + 24

a bl 2, .2 2 2
=8- b ,dar a = 3z7 + 25+ 3, b=2z122 och c¢=zy+ 3z5+ 3.
c

Héar ar bade a >3 > 0 och ¢ > 3 > 0 for alla x.
Vidare ér ac — b? = 3x] + 323 + 62323 + 1227 + 1223 + 9 > 9 > 0 for alla x.

Dirmed ar F(x) positivt definit for alla x € IR?,
vilket medfor att f #r en strikt konvex funktion pa hela IR?.



Uppgift 4.(a)

Vi har i denna deluppgift ett QP med likhetsbivillkor, dvs ett problem pa formen

minimera, %XTHX +c'x dd Ax =D,

0 -1 -1 1
dir H=|-1 0 -1|,c=(2|, A=[11 1]och b=1.
-1 -1 0 3
Allménna losningen till Ax = b, dvs till 1 + x2 + 3 = 1, ges av
T 1—v1—1v9 1 —v1 —v9 1 -1 -1 v
x=[a |=[ wu :0+v1+0:0+10<v1>:
3 vy 0 0 vy 0 0 1 2
1 (-1 —1
=X+Zv,dairXx=| 0 | &r en l6sning till Ax=b, Z = 1 0 | ar en matris vars
0 0 1

kolonner utgor en bas till N(A), och v = <Zl

2

>, dar vy och vg &dr godtyckliga reella tal.

Variabelbytet x = X + Zv leder till att vi ska 16sa systemet (ZTHZ)v = —Z"(HX + c),

forutsatt att ZTHZ Ar atminstone positivt semidefinit.

Vi far att ZTHZ = { 2

och ZT(HX +¢) = <

1 2

1)

1},somérpositivtdeﬁnit (ty2>0,2>00ch2-2—-1-1>0)

Systemet (ZTHZ)v = —Z"(HX + c¢) har da den unika 6sningen v = (1/3, —2/3)T,
vilket ger att X = X + Z¥ = (4/3, 1/3,-2/3)T #r unik optimal 16sning till QP-problemet.

Var erhallna vektor % = (4/3, 1/3,—2/3)T och skaldren u uppfyller Lagrangevillkoren

for QP-problemet om H%X +c¢ = ATu och A% =b, dvs om

0 -1 -1 4/3 1 u
-1 0 -1 13| +(2]=(u
-1 -1 0] \-2/3 3 u

och 4/3+1/3+(-2/3)=1.

Vi ser att allt detta ar uppfyllt om u = 4/3.



Uppgift 4.(b)

Nu ska vi istéllet forsoka mazimera f(x) = %XTHX +c™x di Ax =b,

med H, ¢, A och b som i (a)-uppgiften.

For att fa ett ekvivalent minimeringsproblem (som vi &r vél hemmastadda med)

byter vi tecken pa malfunktionen och studera foljande ekvivalenta minimeringsproblem:
P : minimera 1 x"(-H)x + (—c)Tx da Ax=b.

Vi tillampar nollrumsmetoden och erhaller samma X och Z som (a)-uppgiften.

Men nu blir Z'(-H)Z = [:? :; ] , som ej ar positivt semidefinit,

vilket medfor att det inte finns nagon optimal 16sning till QP-problemet P.

Nu ska vi forsoka hitta tillatna l6sningar x med godtyckligt stora véirden pa f(x).
Variabelbytet x = X + Zv, som garanterar att Ax = b, f6ljt av en Taylorutveckling
av andra graden, som ar exakt for kvadratiska funktioner, leder till att

f(x)=f(X+2Zv) = f(X)+ (HX +c)"Zv + 1 (Zv)TH (Zv) =
= f(X)+ (ZT(HX +¢))"v+ ;v (ZTHZ)v = se (a)-uppgiften

0 T v v T 2 1 )
o 1 1 1 1 _ 2 2
= (V) () +2(0) [ 5] () et nst

Genom att vilja t ex v = (10%, 0)7 sa blir f(X) = f(X + ZVv) = 1 + 10'2 > 10'2,
dir alltsd X = X + Zv = (1-10%, 105, 0)T.

10



Uppgift 5.
Problemet kan skrivas pa formen: minimera f(x) da g;(x) <0, =1,2,3, dér

f(x) = 21 + 23 + cad + 4oy + 429 + 4as,

g1(x) =4 — 1 — 2,

gg(X) =4 — r1 — I3,

g3(x) =4 — x9 — x3.

Bivillkorsfunktionerna ar linjara, och ddarmed dven konvexa.

1222 0 0
Malfunktionen har Hessianen F(x) = 0 1223 0 ,
0 0 12cx?

som #r positivt semidefinit for alla x € IR? om och endast om ¢ > 0.

For icke-negativa virden pa konstanten ¢ har vi alltsa ett konvext optimeringsproblem.
Vidare uppfyller exempelvis x = (3,3,3)7 samtliga bivillkor med strikt olikhet, s det
betraktade problemet &r ett reguldrt konvext problem om ¢ > 0, vilket medfor att x

ar en globalt optimal 16sning till problemet om och endast om X dr en KKT-punkt.
Om déaremot ¢ < 0 sd har problemet ingen optimal 16sning.

(Lat exempelvis x(t) = (4,4, t)7. Detta &r en tilliten 16sning for varje virde pa t > 0,
och om ¢ < 0 sa géller att f(x(t)) - —oco da t — o00.)

Uppgift 5.(a)
KKT-villkoren kan delas upp i fyra grupper enligt foljande.

of 3. 9y
KKT-1) =~ ; =0, for j=1,2,3:
(KKT-1) 500 + 3 0 50 = 0. B

423 +4—y1—y, =0,

4z +4—y1—y3 =0,

46:6% +4—ys—y3 =0.

(KKT-2) Tillaten punkt, dvs g;(x) <0 for i =1,2,3:
4—x1—29 <0,
4—11—23 <0,
4—.7}2—1'3 S 0.

(KKT-3) Lagrangemultiplikatorerna icke-negativa:
y1 >0,
Y2 > 07
y3 > 0.

(KKT-4) Komplementaritetsvillkor, dvs y;g;(x) =0 for i =1,2,3:
y1(4—.%'1—$2) = 0,
y1(d—z1—x3) =0,
y1(4—x2—x3) =0.

11



Uppgift 5.(b) Antag forst att x = (3, 3, 1)T.
Daar 4 —x1—29 <0, 4 —21—23 =0 och 4 —x9—x3 =0, sa KKT-2 ar uppfyllt.
Vidare ar KKT-4 uppfyllt om och endast om y; = 0.

Nér y; = 0 sa ar KKT-1 uppfyllt om och endast om
112 -y =0, 112 —y3 =0, och 4c+4 —yo —y3 =0,
vilket &r uppfyllt om och endast om yo = 112, y3 = 112 och ¢ = 55.
D4 #r dven KKT-3 uppfyllt, och eftersom ¢ = 55 > 0 sa ar x = (3, 3, 1)7
inte bara en KKT-punkt utan aven en globalt optimal 16sning nar ¢ = 55.
Uppgift 5.(c) Antag nu att x = (1, 3, 3)T.
Daar 4—x1—29=0, 4 —21—23 =0 och 4 —x9—x3 <0, s& KKT-2 ar uppfyllt.
Vidare ar KKT-4 uppfyllt om och endast om y3 = 0.
Nér y3 = 0 sa ar KKT-1 uppfyllt om och endast om
8—y1—y2=0, 112—y; =0, och 108c+4 —y = 0.
Men de tva forsta av dessa villkor &r uppfyllda endast
om y; = 112 och yo = —104, vilket bryter mot KKT-3.
Det gar alltsé inte att villja nagot viirde pa ¢ som gor x = (1, 3, 3)7
till en globalt optimal 16sning.
Uppgift 5.(d) Antag slutligen att x = (2, 2, 2)7.
Daar 4—x1—29 =0, 4—x1—23 =0 och 4—xz9—x3 =0, sa KKT-2 och KKT-4 ar uppfyllda.
Villkoren KKT-1 kan nu skrivas
Y1 + Y2 = 365

y1+y3:367
Y2 +y3 =32c+4.

Losningen till detta ekvationssystem ar, med utnyttjande av den givna raknehjalpen,
-1

Y1 1 10 36 1 1 1 -1 36
wl=1]1 01 36 =3 1 -1 1 36 =
Y3 0 1 1 32c+4 -1 1 1 32c+4

1 1 -1 18 34 —16¢
= 1 -1 1 18 =1 16c+2

-1 1 1 16c+2 16c+2

Vi ser att KKT-3 blir uppfyllda om och endast om ¢ < 34/16 = 17/8 och ¢ > —2/16.
Men vi kréaver enligt ovan dven att ¢ > 0 for att ett globalt optimum ska finnas.

Alltsa: x = (2, 2, 2)7 en global optimalldsning om och endast om 0 < ¢ < 17/8.
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