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1. Lat A(t) sta for mingden salt i behallaren vid tidpunkt ¢. Forandringen i méngden salt ges av

A(t)

dA _AR)
100 + 5t

dt

= inkommande — utgiéende =1-5

Ekvationen kan 16sas genom att multiplicera ekvationen med integrerande faktorn: ef 1/(20+t)dt —

C(20 +t). Det ger

1 204+t D
A(t)—m/C@O—H)dt— 5 +20+t.

Da A(0) = 100 far vi D = 1800, s&

B 20+t+ 1800
2 204+t

A(t)

Den sokta tiden, t1, ges sa av

2044 1800

60
2 20+t

vilket ger ¢t; = 40.
SVAR: Det sker efter 40 minuter.

2. Laplacetransformering ger(vi anvinder L.21, L.12 och L.24)

1

LN = —5 + M) g

vilket efter omskrivning blir
241

L{f}(s) = m

Vi partialbraksuppdelar héger ledet

241 A B C

s2(s+2) §+57+5+2

ger ekvationssystemet
A+C=1
2A+B=0
2B =1

och C = %. Vi far darmed

vilket &r l4tt att se att det har l6sningarna A = —%, B = %

4

11 11 5 1

=35 52 Y isge

Vi atertransformerar med hjalp av L.20 och L.21 och far

1 1, 5
t)=—=+—t+ e 2
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(Alternativt kan man skriva om uttrycket som

s2+1 1 1

s2(s+2) S+2+82(8+2)

och sen anvinda L.21 och L.33)
SVAR: f(t) = —§ + 5t + 272

3. Den allméinna I6sningen ges av

X:@/@*Fﬁ

dir ® ar en fundamental matris féor den homogena ekvationen X' = AX. For att 16sa den
homogena ekvationen behéver vi bestimma egenvirden och egenvektorer till A. Egenvirdena
fas som rotter till ekvationen

3—A -2

0:‘2 —2— A

‘:AQ—A—Z

dvs A = 2 eller A = —1. Egenvektorerna ges av

=z (3 3)()-6) - () -+6)

s&
(2 o
X1 = <1) e .
4 =2\ (u 0 U 1
= (3 ) (0)-0) = () -+0)
s&
(1Y -t
X2 = (2> e .
Det ger

och darmed ocksa

Allménna 16sningen ges nu av

X:@/@*Fﬁ = @/
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4. Vi ansétter u(z,t) = X (z)T(t). Ekvationen % = % ger

Xl/(‘,l,/_) B T//(t) B
X T C

eftersom vénsterledet bara beror av £ och mellan ledet bara beror av ¢t. Det ger ekvationerna

T"(t) — CT(t) =

e

{X”(x) —CX(z)=0

0<C=)\:
X(x) = 1M + e, T(t) = dieM + dye M.

Randvillkoren «(0,t) = u(L,t) = 0 ger d& att

Cc1+ o = 0
=c1=c=0
{cle’\L + e M =0

vilket ger den triviala l6sningen v = 0.
C=0:

X(IE) =cCc1x + Cg,T(t) = dlt + d2
Randvillkoren X (0) = X (L) = 0 ger d& ¢; = ¢z = 0 s& &ter bara den triviala losningen.
0>C=-)\:
X(x) = 1 cos Az + casin Az, T'(t) = dy cos At + dg sin At.

Randvillkoren X (0) = X (L) = 0 ger ¢; = 0 och sin AL = 0, dvs A = Z%. Vi har allts& att for

L
n=1,2,...s83 ar
. nw nw . nw
Up (2, t) = sin Tx(An cos Tt + B, sin ft)
en l6sning till ekvationen 88252" = 8;;‘2" som uppfyller randvillkoren w,(0,t) = wu,(L,t) = 0.

Superpositionsprincipen sager att detsamma géller

u(z,t) = Z sin %x(An cos %t + B, sin n%t)

n=1
Vi ska nu bestdmma koefficienterna A,, och B,, s& att d&ven begynnelsevillkoren

du

ot

u(z,0) = 2sinx — sin 3z, lt=o = 4sin 2z

ar uppfyllda. Vi har att

u(z,0) = Z A, sin nle

n=1

sd A1 =2, A3 = —1 och 6vriga A, = 0. Vidare ar
%(x 0) = iB sin g
ot T L

s& By = 4 och 6vriga B, = 0.

. — Ttain o — 3Tt gip 37 in 2%+ gip 2%
SVAR: u(z,t) = 2cos Ftsin To — cos Ftsin Fx + sin -t sin .
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5. Det som blir kvar ges av ekvationerna

2y’ 22 <4
2 4+222>1

Den s6kta volymen ges darfér av

N
// / dy | dedz = // 2v/4 — 22 — 22 dxdz
4>22422>1 —V4d—z2—22 4>22422>1

27 2
= / (/ 2 4—7°2rdr)d9
0 1

4 2
= 27 [3(4 - 7‘2)3/2] = 8mV/3.
1

SVAR: Volymen &r 87+/3.

6. Man ser litt att rot FF = 0 vilket visar att filtet &r konservativt och att vi dirmed kan byta
vig och g& ldngs den rita linjen I'; = ¢(4, 8, 8) istéllet. S&

1
/ﬁ(f)-df:/ F(R)-dF = /(64t2,32t2,32t2)-(4,8,8)dt
I Iy 0

1
/ 256 - 3t% dt = [256t%] = 256.
0

SVAR: 256.



