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A1a) Funktionen f(t) har fouriertransformen F (ω)(= f̂(ω)) = ϕ(ω).
Finn en funktion (uttryckt i f) som har fouriertransformen

ω eiω ϕ(ω + π).

b) Finn en funktion g(t) s̊adan att∫ ∞

−∞
g(τ)g(t− τ) dτ =

1

25 + t2
.

Lösning:

a) Eftersom f(t)
FT7−→ ϕ(ω) gäller (formlerna i no) att e−iπt f(t)

FT7−→ ϕ(ω + π)

och (fs no igen) att e−iπ(t+1) f(t+ 1) = −e−iπt f(t+ 1)
FT7−→ eiωϕ(ω + π).

Derivation (fs no) ger d
dt

(−e−iπt f(t+ 1))
FT7−→ iω eiωϕ(ω + π), s̊a

i d
dt

(e−iπt f(t+ 1)) = e−iπt(if ′(t+ 1) + πf(t+ 1))
FT7−→ ω eiωϕ(ω + π).

Svar a): Funktionen e−iπt(if ′(t + 1) + πf(t + 1)) uppfyller villkoret.

b) Ekvationen är (g ∗ g)(t) = 1
52+t2

, med ∗ för (fourier)faltning.

Fouriertransformation ger (fs no, nv) ĝ(ω) · ĝ(ω) = π
5
e−5|ω| och vi kan ta

ĝ(ω) =
√

π
5
e−

5
2
|ω| som ger g(t) =

√
π
5

5
2

π
1

( 5
2
)2+t2

= 2
√

5
π

1
52+4t2

.

Svar b): Ett s̊adant g(t) är 2
√

5
π

1
25+4t2

.

B1a) Funktionen g(t) har fouriertransformen G(ω)(= ĝ(ω)) = ψ(ω).
Finn en funktion (uttryckt i g) som har fouriertransformen

ω eiπω ψ(ω + 1).

b) Finn en funktion f(t) s̊adan att∫ ∞

−∞
f(τ)f(t− τ) dτ =

1

9 + t2
.

Lösning:

a) Eftersom g(t)
FT7−→ ψ(ω) gäller (formlerna i no) att e−it g(t)

FT7−→ ψ(ω + 1)

och (fs no igen) att e−i(t+π) g(t+ π) = −e−it g(t+ π)
FT7−→ eiπωψ(ω + 1).

Derivation (fs no) ger d
dt

(−e−it g(t+ π))
FT7−→ iω eiπωψ(ω + 1), s̊a

i d
dt

(e−it g(t+ π)) = e−it(ig ′(t+ π) + g(t+ π))
FT7−→ ω eiπωψ(ω + 1).

Svar a): Funktionen e−it(ig ′(t + π) + g(t + π)) uppfyller villkoret.

b) Ekvationen är (f ∗ f)(t) = 1
32+t2

, med ∗ för (fourier)faltning.

Fouriertransformation ger (fs no, nv) f̂(ω) · f̂(ω) = π
3
e−3|ω| och vi kan ta

f̂(ω) =
√

π
3
e−

3
2
|ω| som ger f(t) =

√
π
3

3
2

π
1

( 3
2
)2+t2

= 2
√

3
π

1
32+4t2

.

Svar b): Ett s̊adant g(t) är 2
√

3
π

1
9+4t2

.
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A2) Vi betraktar begynnelsevärdesproblemet{
y ′′ + y ′ − 6y = U(t− 2)

y(0) = 0, y ′(0) = 0
,

där U(t) betecknar Heavisides stegfunktion, ibland kallad H(t), θ(t) och u(t).
a) (2p) Bestäm laplacetransformen Y (s) av lösningen y(t) till problemet.
b) (2p) Använd Y (s) för att bestämma y(t) för alla t > 0.

Lösning:
a) Laplacetransformation av ekvationen ger (fs so,sv) (s2Y (s) − sy(0) −
y ′(0))+(sY (s)−y(0))−6Y (s) = e−2s · 1

s
, dvs, med de givna begynnelsevärdena,

(s2 + s− 6)Y (s) = (s− 2)(s+ 3)Y (s) = e−2s

s
, s̊a

Svar a): Y (s) = e−2s

s(s−2)(s+3)
.

b) Partialbr̊aksuppdelning av 1
s(s−2)(s+3)

ger (med handp̊aläggning, identifika-

tion av koefficienter e.dyl.) Y (s) = e−2s
(
− 1

6

s
+

1
10

s−2
+

1
15

s+3

)
, s̊a (fs sv,so),

Svar b): y(t) = (−1
6

+ 1
10

e2(t−2) + 1
15

e−3(t−2)) U(t − 2).

B2) Vi betraktar begynnelsevärdesproblemet{
y ′′ + 3y ′ − 4y = U(t− 3)

y(0) = 0, y ′(0) = 0
,

där U(t) betecknar Heavisides stegfunktion, ibland kallad H(t), θ(t) och u(t).
a) (2p) Bestäm laplacetransformen Y (s) av lösningen y(t) till problemet.
b) (2p) Använd Y (s) för att bestämma y(t) för alla t > 0.

Lösning:
a) Laplacetransformation av ekvationen ger (fs so,sv) (s2Y (s) − sy(0) −
y ′(0)) + 3(sY (s) − y(0)) − 4Y (s) = e−3s · 1

s
, dvs, med de givna begynnel-

sevärdena, (s2 + 3s− 4)Y (s) = (s− 1)(s+ 4)Y (s) = e−3s

s
, s̊a

Svar a): Y (s) = e−3s

s(s−1)(s+4)
.

b) Partialbr̊aksuppdelning av 1
s(s−1)(s+4)

ger (med handp̊aläggning, identifika-

tion av koefficienter e.dyl.) Y (s) = e−3s
(
− 1

4

s
+

1
5

s−1
+

1
20

s+4

)
, s̊a (fs sv,so),

Svar b): y(t) = (−1
4

+ 1
5
et−3 + 1

20
e−4(t−3)) U(t − 3).


