Institutionen for Matematik, KTH
Diskret Matematik

KINESISKA RESTSATSEN och STRUKTURSATSER
ANDERS BJORNER

I vissa fall kan algebraiska utrakningar delas upp pa flera mindre utrdkningar
som kan utforas “parallellt” och sedan sidttas samman for att ge svaret. Vi
skall har studera nagra viktiga fall av detta.

1. Kinesiska Restsatsen. Foljande resultat lar ha varit kint i Kina pa
1200-talet (och i specialfall redan 1000 ar tidigare):

Sats 1. Lat mq,my,...,my vara positiva tal sa att SGD(m;, m;) = 1 for
alla 1 <7 < j < k. Da har systemet av kongruenser (dir alla a; € Z)

(z=a; (mod my)

x

as (mod my)

{2 =a; (mod my)

en losning, och denna ar unik modulo m = my; mq - - - my.

Bevis. Lat M; = [[m; = e Av SGD(M;, m;) =1 foljer existens av tal b;

J#i
sadana att b; M; =1 (mod m;), 1 <i < k. Lat
(2) T =a1b; M +agby My + -+« -+ ay by, M.
Eftersom
1 (mod my)
b; M; = . .

0 (mod m;) ,j #1,

foljer

m:a1b1M1+---—|-aibiMi—|—---—i—akbkMkEai (modmi),

=0 1 =0

sa x 16ser systemet (1).

Om éven z' &r en 16sning, s z—1' = a;—a; = 0 (mod m;) = m;|(z—2'), for
V 1 <4 < k. Men eftersom m; ar relativt prima maste da mi my ... my | (x—1"),
—_——
=m
d.v.s. £ =2’ (mod m). O

Algoritmisk aspekt. Ovanstaende bevis ger samtidigt en effektiv algo-

ritm att praktiskt l6sa system av typ (1). Arbetet ligger framfor allt i att
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2 Kinesiska restsatsen och struktursatser

bestdmma talen b; , de multiplikativa inverserna till M; modulo m;. Detta kan
goras effektivt med Euklides algoritm.

Mark att om flera system av typ (1) med olika hogerled a = (ay, . . ., a) skall
l6sas, sa behover talen b; bara bestimmas en gang. ”Vikterna” y; = b; M; kan
sedan lagras i datorns minne och varje individuellt system (1) har enl. (2)
l6sningen

T=a Y+ a2+ -+ agye (mod m).

Exempel. Vi loser systemet:

1 (mod 4)
2 (mod 3)
4 (mod 5)

(3) T

Vihar My =3-5=15, My =4-5=20, M3=4-3 =12, och vill l6sa

y1=15-bp =1 (mod 4)
(4) Yyo=20-bp =1 (mod 3)

y3:1263§1 (mod 5)
Talen by, by, b3 kan som namnts alltid bestammas med Euklides algoritm, men
i sadana hér enkla fall gar det i regel snabbare att direkt hitta l6sningen genom

“trial and error”. Genom att soka igenom sma multipler av 15, 20 resp. 12,
hittar vi féljande 16sning

h=-15
y2 = —20
ys = 36

varav: £ = 1-(—15)+2-(—20)+4-36 =89=29 (mod 60).
Svar: z =29 (mod 60).

Kommentarer: 1. Talen by, by, b3 och darmed vy, y, y3 ar inte entydigt
bestamda. Exempelvis skulle y; = 45, y, = 40 och y3 = —24 lika garna
kunnat anvidndas. Om by, b, b3 och b, b, b, bada l6ser systemet (4) géller
att by = b (mod 4), by = by(mod 3) och b3 = b (mod 5)

2. Mirk att l6sningen till systemet (3) bara kan bestdmmas modulo 60 =
4-3-5. Om z ar en heltalsvariabel kan vi alltsa inte utan ytterligare information
veta om x = —31, x = 29, x = 89, eller nagot av odndligt manga andra
mojliga z-varden ar en i nagot sarskilt fall avsedd 16sning.

Exempel. En enkel krypteringsmaskin innehaller 3 kugghjul med 7, 8, resp.
9 kuggar. Efter varje kryptering av en bokstav (som beror av kugghjulens
instéllning) flyttas varje kugghjul fram en position (dvs. en kugge).

Om utgaende fran den ursprungliga installningen det forsta kugghjulet har
flyttats fram 6 positioner, det andra 4 positioner och det tredje 3 positioner,
vad ar det minsta antal bokstaver som maste ha krypterats ?
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Vi soker det minsta talet £ > 0 sadant att
z=-—1 (mod 7)

z=4 (mod 8)

z=3 (mod9)
Moduli 7, 8,9 ar relativt prima, sa vi kan anvinda “kinesiska rest”-algoritmen.
Som i foregaende exempel bestimmer vi vikter, t.ex. y; = 288, yo» = —63

och y3 = 280. Detta ger v = —288 + 4 - (—63) + 3 - 280 = 300 (mod 504).
Svar: Minst 300 bokstaver har krypterats.

Kommentar: En maskin med i princip denna uppbyggnad uppfanns pa
1930-talet av svensken B. Hagelin och anvandes av bl.a. den amerikanska
armén under andra varldskriget. Hagelin-kryptografen hade 6 “kugghjul” med
17, 19, 21, 23, 25 och 26 kuggar. Detta ger over en miljard installningar.

2. Struktursats for Z,. Vi borjar med att definiera begreppen isomorfi
och direkt produkt for ringar. Motsvarande begrepp for grupper diskuteras i
Biggs 20.5 och 20.6.

En avbildning f : R; — R mellan tva ringar kallas en ringisomorfi om
(i) f ar en bijektion (d.v.s., injektion + surjektion)
(ii)) f(a+b) = f(a)+ f(b), Va,b€Ry,
(iii) f(ab) = f(a)f(b), Va, b€eR;.
Ringarna R; och R, dr da ur matematisk synpunkt helt identiska, och kallas
isomorfa. (Ovning: Kontrollera att f(0) = 0, f(1) = 1, f(—a) = —f(a), och
om o~ ! existerar for a € Ry, sa f(a™!) = f(a)™!))

Lat Ry, Ry, ..., Ry vara ringar. Det enklaste sittet att sitta ihop dem till
en storre ring dr att ta den direkta (Cartesiska) produkten som méangder

Ry X Ry X -+ x Ry = {(a1, ag,...,a;) |a; €R;, 1 <i<k}
och pa den definiera addition och multiplikation koordinatvis
(al,...,ak)—i— (bl,...,bk) = (a1+b1,...,ak+bk)
(al,...,ak) . (bl,...,bk) = (al-bl,...,ak-bk).

Detta gor Ry X Ry X --- X Ry till en ring (Ovning: verifiera ringaxiomen)
som kallas den direkta produkten av ringarna R;.

Exempel. R =7Zg X Zg X Zs ar en ring med 8-9-5 = 360 element. Har
ar tva exempel pa algebraiska operationer i R :

(4,6,3) + (6,6,2) = (2,3,0)
(4,6,3) - (6,6,2) = (0,0,1)
(Obs! I forsta koordinaten réaknar vi modulo 8, i andra modulo 9, etc.)

Sats 2. Antag att n = p{* p3*---pi* ar primfaktorsuppdelningen av talet
n. Da ar avbildningen

f:Zn%Zpil X Zp;2 XX Zka

definierad av [a]n — ([a]pel , [a}pe2 s [a]pek) en ringisomorfi.
1 2 k
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Beuvis. [a}n: [b}n<:>azb (mod n)
= a=0b (mod pf’) V1i<i<k
= [a] o = [0« ,V1<i<k

De framatriktade implikationerna = visar att avbildningen f &r vildefinierad.
De bakatriktade implikationerna < visar att f ar injektiv.

For att visa att f ar en ringisomorfi maste vi verifiera:

(i) f dr en bijektion: Eftersom f &r injektiv och de tva ringarna har samma
antal element maste f vara en bijektion.

(Kommentar: Detta resonemang dr snabbt men daligt ur den synpunkten
att det inte ger nagon algoritm for berakning av den inversa funktionen f~!.
Men en sadan algoritm har vi redan: Kinesiska restsatsen! Mer om detta
strax.)

(ii) f respekterar addition:
f(lal, + [8],) = f([a+2],)
= [a—i—b}pil ,ooey a4 0] Zk)
F]p;l + [l o fa] e+ [b}p;k)

alos--o H o) + ([b]er oo [0 )

(#3) f respekterar multiplikation: Helt analogt. O

Tillimpad aspekt. Om p{* &r mycket mindre &n n sa sker berdkningar i
ringen Z Pl snabbare dn i Z,,. Eftersom aritmetiken i en dator sker i Z,, for nagot
mycket stort tal n (och ej i Z, av det enkla skélet att den odndliga méngden
Z ej kan representeras i en dator), sa visar Sats 2 pa en mojlighet att utfora
aritmetiken i manga sma ringar Ze. T.ex. kan n = Py pst---pk > 5-10"

valjas sa att p;* < 100 for V1 <4 < 'k

Till exempel, om a - b skall berdknas (modulo n) sa kan vi anvénda f6ljande
algoritm:

/
o, L (o d0)
/
|:b:|n — ([b}pil"“’[b]p;k)
X
[c}n <f—_1 ([cl]pel ey [Ck]pek) med koordinatvis multiplikation
1 k

vilket ger a - b = ¢ (mod n). Berdkning av f kan ske effektivt med divisionsal-
goritmen (division av a med respektive p;* ger som rest i — te koordinaten av
f(la],)), och berdkning av f~" sker effektivt med kinesiska restalgoritmen.

Om stora mangder additioner, subtraktioner och multiplikationer av stora
tal skall utforas i Z,, kan avsevarda tidsvinster goras med denna metod. Alla
ingaende tal overfors via f till Zpil X ... X szk, dér sedan alla operationer

gors. Slutligen dverfors svaret via f~! tillbaks till Z,. Denna metod dr snabb
av tva skal:
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1) berdkningar i Z,e: r snabbare &n i Z,
2) berdkningarna i de olika “sma” ringarna Z,¢i kan eventuellt utforas par-
allellt.

Lagg marke till att for fixt n = p{* ... p;* sa dr moduli p;* ,1 < i < k, ocksa
fixa, och berikning av f~! med kinesiska restalgoritmen kan goras ytterst
snabbt med forlagrade vikter y; (se kommentaren efter Sats 1).

Det bor papekas att den skisserade metoden for aritmetik i Z,, inte ar bra
om annat dn ringoperationer ingar, t.ex. vid division och storleksjamforelser
mellan heltal. For en detaljerad diskussion av denna och andra metoder for sa
kallad snabb aritmetik, se Knuth (1997).

Tyvarr ar det svart att exemplifiera ovanstaende med nagot realistiskt ex-
empel. Principen framgar dnda av foljande (nagot “orealistiska”) problem.

Exempel. Berakna determinanten

27 8 —10
D=| 5 19 13| (mod 30)
—26 25 14

Determinanten beror bara av ringoperationer (multiplikationer och additioner,
tank pa definitionen) sa vi kan utnyttja ringisomorfin i Sats 2 med 30 = 2-3-5 :

100 0 -1 -1 2 3 0
f(l,)=(]r 11 -1 1 1 , 0-1 3
0 1 0 11 -1, |-1 0 -1,

= ([, .12, 031,)-

Har har determinanterna berdknats med gingse regler fran linjar algebra
men modulo 2, 3 resp. 5. Exempelvis:

2 3 0 2 0 0 .
0 -1 3 |=[0-1 3 =2-‘_1 1| =20+3) =53,
-1 0 -1 | |-1 -1 -1 | 5

dar vi i forsta steget adderat kolonnerna 1 och 2.

Att berakna f‘l([l]2 , [2]3 , [3]5) ar ekvivalent med att losa systemet av
kongruenser

z=1 (mod 2)
(5) z=2 (mod 3)
=3 (mod 5)
vilket vi kan gora med kinesiska restalgoritmen. Systemet
y1=15-bp =1 (mod 2)
Yo =10-bp =1 (mod 3)
ys= 6-b3=1 (mod5)

har en 16sning y; = 15, yo, = 10, y3 = 6,
sax=1-154+2-10+3-6 = 53 = 23 (mod 30) l6ser systemet (5).

Alltsa: f‘l([l]z , [2]3, [3]5) = [23} 5 o Vvilket ger svaret: D = 23 (mod 30).
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Avslutningsvis vill vi papeka att snabb aritmetik av detta slag (Sats 2 +
Kinesiska Restsatsen) dr mycket anvindbar for exakt 16sning av stora linjira
ekvationssystem med heltalskoefficienter. Detta finns beskrivet i Kapitel 1 av
Mackiw (1985).

3. Struktursats for andliga Abelska grupper. Om vi bara betraktar
den additiva strukturen sa sager Sats 2 att

o~ ces
Zn = Zp? X X Zka

som additiva grupper. Darav sluter vi att varje andlig cyklisk grupp ar iso-
morf med en direkt produkt av cykliska grupper av primtalspotens-ordning.
Detsamma géller i sjalva verket for varje andlig Abelsk grupp, enligt foljande
struktursats som varit kand sedan slutet av 1800-talet.

Sats 3. Lat G vara en andlig Abelsk grupp. Da existerar en unik mul-
timangd primtalspotenser {p{* ,ps? ,...,p;*} sa att

(6) G =Ly X Lyez X -+ X L.

Beviset, for Sats 3 ligger utanfor ramen for denna kurs. Observera att det
hér ar tillatet att p; = p; och t.om. p;’ = pjj for ¢+ # j, darfor anvinder vi
ordet “multimangd” i stallet for mangd.

Av (6) foljer att |G| = p* p3?---pp¥. Av Sats 3 foljer darfor att man latt kan
ange alla tdnkbara isomorfityper for Abelska grupper av ordning n (det finns

en sadan typ for varje sitt att skriva n som produkt av primtalspotenser).

Exempel. (1) Varje Abelsk grupp av ordning 4 &r isomorf med Z, eller
med Zg X Zj. (I detta fall kan ordet “Abelsk” tas bort, se 6vning 20.5.2 och
20.6.4 i Biggs.)

(2) Varje Abelsk grupp av ordning 100 &r isomorf med en av féljande fyra

grupper:

Z4 X Z25
Z2 X Z2 X Z25
Z4 X Z5 X Z5

Z2 X Z2 X Z5 X Zs.
(Vilken av dessa &r isomorf med Zig9? Svar (enligt Sats 2): Zs X Zos.)

Avslutande kommentar. Satserna 2 och 3 ir exempel pa en typ av satser
som ar mycket viktiga i matematiken. De siger att vissa mer komplicerade
strukturer pa ett konkret sitt dr uppbyggda av enklare strukturer (ungefar
som molekyler dr uppbyggda av atomer enligt vissa regler). For att forsta de
komplicerade strukturerna kan man da inrikta sig pa att dels forsta de enklare
strukturerna (for dessa efterstravar man en klassifikation) och dels pa hur dessa
enkla strukturer sitts samman till de “komplicerade” strukturerna (beskrivet
av en struktursats). Sats 3 sidger exempelvis att de “enkla” Abelska grupperna
ar de cykliska grupperna av primtalspotensordning. Andra valkanda exempel
ar:



(1)

(2)

(3)
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Aritmetikens Fundamentalsats siger att varje positivt heltal n pa ett
unikt siatt kan skrivas som produkt av primtal. Denna valkianda struk-
tursats sager speciellt att de “enkla” heltalen ar primtalen.

Algebrans Fundamentalsats sager att varje komplext moniskt polynom
p(z) pa ett unikt sitt kan skrivas som produkt av moniska férstagrads-
polynom p(z) = (z — ay) ... (2 — ay), a; € C.

Betrakta mangden av alla reella funktioner f : R — R med period 27
(dvs. f(x+27m) = f(z),Yx€R). Om en sadan funktion ar tillrickligt
vilartad (exempelvis om dess derivata existerar och &r kontinuerlig
overallt) sa géller enligt en sats av Dirichlet-Fourier

f(z) =ao+ Z(ak cos kx + by sin kz),
k=1
for alla x € R. Detta kan uppfattas som en struktursats som siger
att komplicerade periodiska funktioner f (t.ex. vibrationer) alltid &r
uppbyggda av enkla harmoniska svangningar cos kx och sin kz genom
overlagring.

Om nu de Abelska gruppernas struktur ar kidnd, atminstone i det dndliga
fallet, sa ar det naturligt att fraga om nagot motsvarande resultat finns i
det icke-kommutativa fallet. Svaret ar i stort sett negativt, inga allminna
struktursatser finns. Men i tva fall ir situationen dnda mycket positiv.

(1)

(2)

1

For vissa viktiga klasser av geometriska transformationsgrupper (Lie-
grupper, Coxeter-grupper) finns detaljerade struktursatser och klassi-
fikation av de “enkla” grupperna inom klasserna. Studiet av sddana
grupper har varit en mycket viktig gren av modern matematik.

I borjan av 1980-talet fullbordades en klassifikation av alla dndliga
“enkla” grupper, som sysselsatt manga matematiker i artionden. En
fullsténdig utskrift av alla delar av denna klassifikation (med bevis) ségs
krava 10.000-20.000 sidor. Begreppet “enkel” har hir en nagot svagare
innebord an i Sats 3, och godtyckliga andliga grupper ar sammansatta
av dessa enkla grupper pa ett mer komplicerat sitt (inte som direkt
produkt).

Referenser
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Ovningar

(1) Bestam alla tal z sadana att 300 < z < 600 och

z =1 (mod5)
x =3 (mod 6)
x =5 (mod?7)
(2) Bestdm alla tal z sadana att 0 < z < 2000 och
z =1 (mod?7)
z =6 (mod 11)
x =5 (mod 13)

(3) Lat f : Zgo — Z3 X Zs X Zs vara avbildningen i Sats 2.

(a) Bestam f(1) och f(10).

(b) Bestdm f~((1,0,0)) , f7((0,1,0)) , f71((0,0,1)).

(c) Anvind den metod for “snabb aritmetik” som skisserades att med
hjilp av f och f~! berakna

2(114+4)+ 1947 i Zgo.

(4) Hur manga isomorfityper av Abelska grupper av ordning 24 finns det?
Ge ett exempel av varje typ.

(5) Den multiplikativa gruppen Z 3, av invertibla element i Z;, &r Abelsk.
Bestam den produkt av cykliska grupper (som i Sats 3) med vilken den
ar isomort.

(6) Visa att varje Abelsk grupp av ordning 30 ar cyklisk.

Svar:

(1) 411

(2) 512 och 1513

3) (a) (1,1,1),(1,2,0)
(b) 40,45, 36.

(4) 3 isomorfityper: Zg X Zs3,Z4 X Lo X L3, Ly X Lo X Lo X ZLs.

(5) Z7, = {[1], [5],[7],[11]} och alla element har ordning 2, sa Z7], =
Z2 X ZQ.

(6) 30 =2-3-5 sa enligt Sats 3 existerar bara en isomorfiklass, nimligen
for den cykliska gruppen Zsy = Zo X Zs X Zs.



