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Losningar till tentamensskrivning, onsdag den 18 augusti 2004.

1. n=91=7-13=¢(n)=6-12=72, e=>5.
(a) 3°=61 (mod 91) = E(3) =61.
6% =41 (mod 91) = E(6) = 41.
(b) Minsta positiva 16sning till 5d = 1 (mod 72) ar d = 29:
3?29 =61 (mod 91) = D(3) = 61.
D(41) = 6, eftersom E(6) = D 1(6) = 41 (enl. del a)

2. Tag bort en kant ur cykeln. Detta ger en ny graf G’ med 87 noder, 79 kanter, ingen
cykel, och lika manga sammanhangande komponenter som G. Varje ssammanhangande
komponent i G' dr ett trad (da cykler saknas), och har darfor # noder - # kanter
= 1. Eftersom 87 — 79 = 8 maste G’ (och dérfor dven G) ha 8 komponenter.

3. (a) Det ar alla tal som borjar med 355242, 3554, 4, eller 5.

Antal som borjar med 355242: 1
Antal som borjar med 3554: 3

6
v . _atia
Antal som bérjar med 4: ( 2.2.1,1 ) =6!/4 =180
6
v . et _
Antal som borjar med 5: ( 9.1,1,1,1 ) = 6!/2 = 360

Totalt: 1+ 3 + 180 + 360 = 544.

(b) Problemet kan beskrivas sa att vi har en linjar konfiguration
LOLOLOLOLOL

av 5 nollor och 6 1ador L. Vi lagger forst en etta i var och en av de fyra mellersta
ladorna. Ytterligare 6 ettor skall sedan fritt fordelas till de 6 ladorna. Detta kan goras
pa (*T571) = 462 olika sitt.

Svar: 462.

4. (a) Enligt faktorsatsen giller (da Zs ar en kropp): = — b delar p(z) < p(b) = 0. Déarfor:
Inga forstagradsfaktorer < inga rotter i Zs

ap # 0 (dvs. 0 ar ej rot)
S Yt ai#0 (dvs. 1 &r €j rot)
Y o(=1Da; #0 (dvs. —1 ér €] rot)

(b) Med hjilp av (a) bestdms direkt alla moniska irreducibla 2-gradspolynom i Zs[z]:
2?2 + 1,22 + z + 2,22 + 2z + 2. De icke-moniska erhills sedan genom multiplikation
med 2, totalt alltsa 6 polynom.



5. Vi observerar att
9 10
cl0 = Zici (mod 11) <« Zz’ci =0 (mod 11)
i=1 i=1

(a) Om ¢; och ¢ byter plats, ¢; # ¢k, sa blir checksumman
10
Z ic; + jep + kej = —jej — keg + jop +kej = (j — k)(ck —¢;) #0  (mod 11).
1=1,175,k
Har foljer den sista olikheten av att (j — &) # 0 (mod 11) och (¢; —¢;j) # 0 (mod 11),
och av att Zq1 ar en kropp eftersom 11 ar ett primtal.

(b) Om ¢; éndras till ¢} s blir checksumman

10
Z ic; +jc;' = jc;- —jcj = j(c;- —¢j) #0 (mod 11).
i1t
Hir foljer den sista olikheten av att j # 0 (mod 11) och (cj — ¢j) # 0 (mod 11),
eftersom Zi1 ar en kropp.

6. Symmetrigruppen har 4 element: vridning 0,90,180,270 grader runt symmetriaxeln
genom pyramidens spets. Gruppen verkar pa mangden av fargningar av pyramiden,
och enligt formeln for antalet banor (Biggs sid. 288) fir vi svaren

(a) Antalet distinkta firgliggningar = (m5 + m® + m3 + m?) = mTz(m?’ +m+2).
(b) Antalet distinkta fiarglaggningar i vilka basens farg inte forekommer pa nagon
triangulir sida =m - 1((m — 1)* + (m — 1) + (m — 1)2 + (m — 1))

= MY (- 1)3 +m + 1),

7. (a) Vi har att
ar+b=ay+b = alz—-y)=0 = z=y,

dar den sista implikationen beror pa att a # 0 och F; ar en kropp. Avbildningen
fap ar siledes injektiv, och eftersom [F; ar andlig sd maste f,; vara bijektiv, eller
med andra ord, f,; ar en permutation.

(b) Bindr operation: Om f,p € G och f.q € G sa giller att dven fop o fea € G,
eftersom fa,b © fc,d(x) = fa,b(fc,d(x)) = CL(C.T + d) +b= fac,ad-l—b(x)'
Associativitet: Sammansattning av avbildningar ar alltid associativ. Kolla!
Enhetselement: fi0(z) = = ar identitetsavbildningen.

Inverser: fqp0 fea(z) = a(cz+d)+b =z, for alla z € F,, har 16sningen ¢ = a™*,
d=—b-a"'. Saledes: (fop)" = fa-1,_pa-1.

(c) Elementet a kan véljas pa ¢ — 1 olika sitt och b pa g olika siatt. Om vi visar att
dessa val ger upphov till distinkta avbildningar f, ;, sa foljer att gruppen G har
g(q — 1) element.

Antag att f,p = fca, dvs ax +b = cz + d for alla z € F,. D4 foljer

(a—c)z=d—-b, Vrel,.

Om a # c si skulle denna ekvation ha endast en 16sning z = (a — ¢)~*(d — b),
vilket ger en motsagelse. Alltsa: a = ¢, och da foljer aven b = d.



(d) Ge={fap €G: fap(c)=c} och ac+b=c = (a—1)c=—b.
Om ¢=0: Da b =0, och a kan viljas pa g — 1 olika sitt.
Om ¢ # 0: For varje val av a (det finns ¢ — 1 sddana val) finns det exakt ett
passande b.

Alternativt: Gruppen G verkar transitivt (dvs med bara en bana) pa mangden
F, (detta foljer av (f)). Saledes, (se Biggs sid. 286)

|G| q(g—1)
Gc = — =
Gl =1,

=q—1.

(e) Go ={fa0:a €} (sedel (d)). Lt g vara ett primitivt element i ;. Séledes,
F, = {g*:k=1,...,q—1}. Eftersom fa1,0© fas,0 = faras,0 kan vi dra slutsatsen
att Gy genereras av fg .

. . , ) . b =
(f) Uppgiften innebéar att vi skall 16sa systemet { azy + 2

ay1 +b =y
Vihar: a(z1—y1)=22—1y2 = a:u7é000hb:x2—ax1.
1 —y

Saledes finns det alltid exakt en 16sning.
8. (a) Lat p vara det minsta primtal som delar n. D& galler:

1 n
pln) Sn(l= ) <= Go=n— Vi

(b) Utgdende frin primtalsfaktoriseringen n = p§! --- pf*, dér p; > 3 och e; > 1:
i i—1/2 i/2
ORS | VARV | A | PG
i=1 i=1 i=1

Vi har hir anvéint de elementéra olikheterna z —1 > /z for £ > 3, och x —1/2 > /2
for x > 1.



