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Övning 1 (ZC8.2.2)Besẗam den allm̈anna l̈osningen till systemet{
dx
dt

= 2x + 2y
dy
dt

= x + 3y

Lösnining:Vi skriver först systemet p̊a matrisform(
x′

y′

)
=

(
2 2
1 3

)(
x
y

)

För att finna den allm̈anna l̈osningen beḧover vi först besẗamma egenv̈arden och egenvektorer till
matrisen

A =

(
2 2
1 3

)
.

Den karakteristiska ekvationendet(λI − A) = 0 ges av

0 = det

(
λ− 2 −2
−1 λ− 3

)
= λ2 − 5λ+ 4 = (λ− 1)(λ− 4).

Alltså är egenv̈ardena1 och4, och vi kan besẗamma motsvarande egenvektorer(
1− 2 −2 0
−1 1− 3 0

)
∼
(
−1 −2 0
−1 −2 0

)
∼
(
−1 −2 0
0 0 0

)

vilket gerk1 = (2,−1) och(
4− 2 −2 0
−1 4− 3 0

)
∼
(

2 −2 0
−1 1 0

)
∼
(

1 −1 0
0 0 0

)

som gerk2 = (1, 1). Den allm̈anna l̈osningen kan nu skriva som(
x
y

)
= c1

(
2
−1

)
et + c2

(
1
1

)
e4t =

(
2c1e

t + c2e
4t

−c1e
t + c2e

4t

)
.



Övning 2 (ZC8.2.20)Besẗam den allm̈anna l̈osningen till systemet{
dx
dt

= −6x + 5y
dy
dt

= −5x + 4y

Lösnining:Vi skriver först systemet p̊a matrisform(
x′

y′

)
=

(
−6 5
−5 4

)(
x
y

)

För att finna den allm̈anna l̈osningen beḧover vi först besẗamma egenv̈arden och egenvektorer till
matrisen

A =

(
−6 5
−5 4

)
.

Den karakteristiska ekvationendet(λI − A) = 0 ges av

0 = det

(
λ+ 6 −5

5 λ− 4

)
= λ2 + 2λ+ 1 = (λ+ 1)2.

Alltså är egenv̈ardena1 det enda egenvärdet och vi kan bestämma motsvarande egenvektorer(
−1 + 6 −5 0

5 −1− 4 0

)
∼
(

5 −5 0
5 −5 0

)
∼
(

1 −1 0
0 0 0

)

vilket ger egenvektornk1 = (1, 1). Eftersom−1 var ett upprepat egenvärde, men med bara en
egenvektor f̊ar vi den allm̈anna l̈osningen som

c1k1e
−t + c2(k1t+ k2)e−t

därk2 är en l̈osning till (A− λI)x = k1. (Se sid 382.)(
−6 + 1 5 0
−5 4 + 1 1

)
∼
(
−5 5 1
−5 5 1

)
∼
(

1 −1 −1/5
0 0 0

)

som exempelvisk2 = (−1/5, 0) är en l̈osning till detta system. Den allm̈anna l̈osningen kan nu
skriva som(

x
y

)
= c1

(
1
1

)
e−t + c2

(
1
1

)
te−t + c2

(
−1/5

0

)
e−t =

(
c1e

t + c2te
−t − c2e

−t/5
c1e
−t + c2te

−t

)
.
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Övning 3 (ZC8.2.36)Besẗam den allm̈anna l̈osningen till systemet{
dx
dt

= 4x + 5y
dy
dt

= −2x + 6y

Lösnining:Vi skriver först systemet p̊a matrisform(
x′

y′

)
=

(
4 5
−2 6

)(
x
y

)

För att finna den allm̈anna l̈osningen beḧover vi först besẗamma egenv̈arden och egenvektorer till
matrisen

A =

(
4 5
−2 6

)
.

Den karakteristiska ekvationendet(λI − A) = 0 ges av

0 = det

(
λ− 4 −5

2 λ− 6

)
= λ2 − 10λ+ 34 = (λ− 5− 3i)(λ+ 5 + 3i).

Alltså är egenv̈ardena5 + 3i och5− 3i, och vi kan besẗamma motsvarande egenvektorer(
5 + 3i− 4 −5 0

2 5 + 3i− 6 0

)
∼
(

1 + 3i −5 0
2 −1 + 3i 0

)
∼
(

1 + 3i −5 0
0 0 0

)

vilket gerk1 = (5, 1 + 3i) och(
5− 3i− 4 −5 0

2 5− 3i− 6 0

)
∼
(

1− 3i −5 0
2 −1− 3i 0

)
∼
(

1− 3i −5 0
0 0 0

)

som gerk2 = (5, 1− 3i). Vi f år lösningar genom exempelvis(
x
y

)
= c1

(
5

1 + 3i

)
e(5+3i)t + ic2

(
5

1− 3i

)
e(5−3i)t

Vi tar realdelen av detta, under föruts̈attning attc1 ochc2 är reella, och f̊ar(
x
y

)
= c1

(
5 cos 3t

cos 3t− 3 sin 3t

)
e5t + c2

(
5 sin 3t

sin 3t+ 3 cos 3t

)
e5t

som den allm̈anna l̈osningen till systemet. Att de två lösningarnäar linjärt oberoende kan vi se
genom Wronskianen ∣∣∣∣∣ 5 cos 3te5t 5 sin 3te5t

cos 3te5t − 3 sin 3te5t sin 3te5t + 3 cos 3te5t

∣∣∣∣∣
somär lika med

e10t(15 cos2 3t+ 5 sin 3t cos 3t+ 15 sin2 3t− 5 sin 3t cos 3t) = 15e10t.
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