Institutionen 6r matematik KTH 1
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Problemdemonstration 29 april, 2002
Ovning 1 (ZC10.1.6)Skriv om den icke-liigjra differentialekvationen
" +x —ex|z| =0, e >0,
som ett plant autonomt system och Besalla kritiska punkter.

Losnining:For att fa differentialekvationen till ett systerarfvi infora den nya beroende variabeln
y(t) = 2'(t). Eftersomz” (t) da an eréttas med//(¢) far vi det autonoma systemet

¥ o=y
y = exlz|—x

For att finna de kritiska punktern@i systemet babver vi finna sié&rningspunkterna mellan de
tva kurvornay = 0 ochex|z| — 2 = 0. Den senare beit av de tre parallella linjerna = 0,

r = 1/e ochz = —1/e. Alltsa finns det tre kritiska punktér, y) = (—1/¢,0), (x,y) = (0,0)
och(z,y) = (1/¢,0).



Ovning 2 (ZC10.1.24)L6s det icke-lirjra autonoma systemet

o=y + 2@+
y = -z + y@®+y?)

genom atbverd till polara koordinater och beskriv det geometriska upphdet av dsningen
med begynnelséwenz(0) = 4, y(0) = 0.

Losnining:Nar vi amvander pahra koordinater har vi

{ r = 7rcosf

y = rsinf

Genom att derivera dettarf vi

¥ = r'cos® —rfsinf =r'(z/r)—0y
y = 7r'sinf+r0 cosd =1r'(y/r)+0x
och bser vi utr’ och#’ ur detta &r vi
ro= 0 (@ tyy)/r
theta' = (—yx' +zy')/r?
| vart fall far vi att
o= (x(y+ @+ y?) Fy(—r +yle® +y?)/r = (2 +y°))r=71°
0 = (—ya' +ay)/r* = (—yly + z(2* + y°) + 2(—z + y(2* + ¢*)))/r?
= (@ ) = -1

Den forsta av dessa orcdina differentialekvationer kan vosa genom separation av variabler,
och vi far

vilket efter integratiorbverdr i
1 1
=t
2r2 2r2
dvs .
r(t) = ———.
V1 —2tr3
Den andra integreras direkt till
O(t) =0y —t

Med begynnelsewde (z,y) = (4,0) far vir, = 4 och, = 0. Vi ser nu attr gar mot
oandligheten &r ¢ gar mot1/2r72 = 1/32. Alltsa kommer dsningen snabbt attnma sig lin-
jend = —1/32 uppifran.



Ovning 3 (ZC10.3.18)Klassificera om rijligt alla kritiska punkter till systemet

¥ = x(1—2*-3y?
Yy = y(3—12* -3y

Losnining: For att finna de kritiska punkterna b@rer vi finna skérningspunkterna mellan kur-
vornaz(1 — x? — 3y?) = 0 ochy(3 — 2? — 3y?) = 0. Den frsta kurvarar unionen av linjen
r = 0 med ellipsen med halvaxldroch 1/+/3. Den andrar unionen av linjery = 0 med el-
lipsen med halvaxlas/3 och 1. Eftersom ellipserna inte &k varandra kommer #kningarna
bli (z,y) = (0,£1), somar skarningarna mellan derdfsta linjen och den andra ellipsen,
(xz,y) = (£1,0), somar skarningen mellan den andra linjen och dénsta ellipsen, samt origo
(z,y) = (0,0).
Vi bestiammer nu det all@nna uttrycketdr Jacobianen av funktionen

o= 260

92(2,y))
genom
01 9q1 2 2
B oy 1—32° -3y —6zy
s =( % i )= ( o )
o 8—9y —2zy 3—x*—9y
Nar vi satter in de fem olika kritiska punkternarfvi

1= 302 —3(£1)2  —6(0)(+1) ~2 0
J(0,£1) = ( “2(0)(£1) 3 — (0) — 9(£1)2 ) = ( 0 —6 )

[ 1-3(£1)2-3(02  —6(=1)©0) \ [ -2 0
J(*1,0) = ( C2(£1)(0) 3= (£1)2 = 9(0)? ) = ( 0 2 )

och

—2(0)(0) 3 — (0)2 — 9(0)? 0 3

Vi ser darmed att(z, y) = (0, £1) ar stabila noder, eftersonabla eger&rdenaar negativa, och
att(x,y) = (0, 0) ar eninstabil nod, eftersondia egenardenaar positiva. De kritiska punkterna
(x,y) = (£1,0) ar sadelpunkter eftersom egénslena har olika tecken.

Man kan i det fr fallet fa en viss inblick i dsningarnas struktur genom att byta till ac
koordinater. Vi fr, efter en delakningar, att

J(0,0) = ( L=3(07 = 3(0" —6(0)(0) ) _ ( 10 )

= (1—=7r%)r(2 - cos20)
¢ = sin26

Alltsd kommer cirkeln = 1 att vara endsningskurva.



