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Övning 1 (ZC11.1.9)Visa att m̈angden{sinnx}, n > 0, bildar är ortogonal p̊a intervallet
[0, π].

Lösnining:Vi behöver visa att(sinnx, sinmx) = 0 omm 6= n. För att ber̈akna

(sinmx, sinmx) =
∫ π

0
sinmx sinnxdx

kan vi anv̈anda formel 224 p̊a sidan 165 i Beta. Vi f̊ar d̊a förm 6= n att

∫ π

0
sinmx sinnxdx =

[
sin(m− n)x

2(m− n)
− sin(m+ n)x

2(m+ n)

]π
0

= 0

eftersomsin kπ = 0 för alla heltalk. Formeln kan ḧarledas genom additionssatsen för cosinus
som ger

cos(m+ n)x = cosmx cosnx− sinmx sinnx sinnx
cos(m− n)x = cosmx cosnx+ sinmx sinnx sinnx

och skillnaden mellan dessa ger

sinmx sinnx =
1

2
cos(m− n)x− 1

2
sin(m+ n)x.

Vi f år Formel 224 genom att integrera detta.



Övning 2 (ZC11.2.7+19)Besẗam fourierserien f̈or funktionen

f(x) = π + x, −π < x < π

och anv̈and resultatet f̈or att visa att

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · .

Lösnining:För forierserien kan vi anv̈anda formel (12) p̊a sidan 310 i Beta medL = π eftersom
det svarar mot funktionen som̈ar g(x) = x, −π < x < π. För f(x) = π + x får vi därmed
fourierserien

π +
2π

π

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
sin

nπx

π
= π + 2

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
sinnx.

Vi ska nu f̈ors̈oka anv̈anda denna serie för att summera

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·

Eftersom deẗar en alternerande serie med avtagande termer vet vi att den konvergerar. Vi kan nu
jämföra den med v̊ar givna fourierserie

π + 2
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
sinnx

och ser d̊a att vi skulle kunna f̊a n̊agot liknande genom att använda fourierserien för ber̈akna
f(π/2), eftersomsinnπ/2 = 0 för jämnan och sin(2k + 1)π/2 = (−1)k. Genom att s̈atta in
x = π/2 i fourierserien f̈or f(x) får vi allts̊a

π + 2
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
sinnπ/2 = π + 2

∞∑
k=0

(−1)(2k+1)+1 1

2k + 1
(−1)k

Om nu fourierserien konvergerar motf(π/2) = π + π/2 = 3π/2 får vi

∞∑
k=0

(−1)(2k+1)+1 1

2k + 1
=

1

2

(
3π

2
− π

)
=
π

4
,

vilket skulle visas.
Det återst̊ar att motivera att fourierserien verkligen konvergerar mot funktionsvärdet i punk-

tenx = π/2. Detta kan vi se genom att använda Sats 11.1, eftersomf ochf ′ är kontinuerliga i
intervallet(−π, π).

Om vi inte haft tillg̊ang till formelsamling hade vi fått besẗamma fourierkoefficienternaan
ochbn genom integration. Efter att ha dragit bort konstanttermenπ får vi en udda funktion, och
därför är allaan = 0 utoma0 somär lika medπ. För att f̊a bn anv̈ander vi formeln

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx
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och f̊ar

bn =
1

π

∫ π

−π
(π + x) sinnxdx =

1

π
[(π + x)(− cosnx)/n]π−π −

1

π

∫ π

−π
(− cosnx)/ndx

genom partiell integration och eftersom
∫ π
−π cosnxdx = 0 för n > 0 får vi

bn =
(π + π)(− cosnπ)

πn
− (π + (−π))(− cos(−nπ))

πn
= −2 cosnπ

n
=

2(−1)n+1

n
.
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Övning 3 (ZC11.3.42)Besẗam en partikul̈arlösning till differentialekvationen

m
d2x

dt2
+ kx = f(t)

där f är periodisk med period1 och

f(t) =

{
t, 0 < t < 1

2

1− t, 1
2
< t < 1

Lösnining:Vi besẗammer en partikulärlösningxp(t) genom att ans̈atta en fourierserie

xp(t) = a0 +
∞∑
n=1

(an cos 2πnt+ bn sin 2πnt).

När vi s̈atter in denna i differentialekvationenmx′′+ kx = f(t) får vi attf(t) kan uttryckas med
fourierserien

ka0 +
∞∑
n=1

((k − 4mπ2n2)an cos 2πnt+ (k − 4mπ2n2)bn sin 2πnt).

Vi kan ocks̊a besẗamma fourierserien för f(t) genom att se i Beta på sidan 309. Formel (6) med
L = 1/2 ochh = 1/2 ger fourierserien f̈or 1/2− f(t) som

h

2
+

4h

π2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
cos

(2n− 1)πt

L
=

1

4
+

2

π2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
cos(2n− 1)2πt.

och d̈armedär fourierserien f̈or f(t)

1

2
− 1

4
− 2

π2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
cos(2n− 1)2πt =

1

4
− 2

π2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
cos(2n− 1)2πt.

Om vi nu j̈amför koefficienterna i de tv̊a serierna f̈or f(t) får vi attka0 = 1/4, an = 0 för udda
n och(k − 4mπ2(2n − 1)2)a2n−1 = −2/(π2(2n − 1)2), för k = 0, 1, 2, . . ., ochbn = 0 för alla
n. Alltså kan vi skriva v̊ar partikul̈arlösningxp(t) som

xp(t) =
1

4k
− 2

π2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2(k − 4mπ2(2n− 1)2)
cos(2n− 1)2πt.

Denna l̈osning kan dock inte vara giltig omk = 2mπ2(2n − 1)2 för något heltaln. Problemet
är d̊a att vi har resonans och det kommer inte att finnas någon periodisk l̈osning till differentia-
lekvationen.
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