Institutionen 6r matematik KTH 1

5B1200 Differentialekvationer och transformer | for D2

Problemdemonstration 6 maj, 2002

Ovning 1 (ZC11.1.9)Visa att nangden{sinnz}, n > 0, bildar &r ortogonal g intervallet
[0, 7].
Losnining:Vi behdver visa at{(sin nz, sin maz) = 0 omm # n. For att beakna

(sinmx, sinmx) = / sin ma sin nxdx
0

kan vi amanda formel 224 @ sidan 165 i Beta. Vidr ca for m # n att

/7r sin mx sin nxdxr = sin(m — n)x _ sin(m + n)x =0
0 2(m —n) 2(m+n) |,

eftersomsin k7w = 0 for alla heltalk. Formeln kan Arledas genom additionssatsén €osinus

som ger
cos(m + n)x = cosmx cos nr — sin ma sin nx sin nx
cos(m — n)xr = cosmx cos nx + sin max sin ne sin nx

och skillnaden mellan dessa ger
sin mz sinnx = 3 cos(m —n)r — 3 sin(m + n)z.

Vi far Formel 224 genom att integrera detta.



Ovning 2 (ZC11.2.7+19)Besam fourierseriendr funktionen
flz) =7+, —T<zr<T

och anand resultatetdr att visa att

LR S S
47 3 5 7 ‘
Losnining:For forierserien kan vi arénda formel (12) f sidan 310 i Beta mefl = 7 eftersom
det svarar mot funktionen so#r g(z) = z, —7 < = < 7. FOr f(z) = 7 + « far vi darmed
fourierserien

2 1
7r+—7TZ( = ——7r+22 ”+1 smnx
T n—1 n
Vi ska nu Bradka andnda denna seri@if att summera
1 1 L 1 1 .
3 5 7

Eftersom detr en alternerande serie med avtagande termer vet vi att den konvergerar. Vi kan nu
jamfora den med &r givna fourierserie

7r+22 ”+1 smnx

och ser @ att vi skulle kunna& ragot liknande genom att aamda fourierseriendf beékna
f(r/2), eftersomsinnz /2 = 0 for jamnan ochsin(2k + 1)7/2 = (—1)*. Genom att &tta in
x = /2 ifourierserien dr f(x) far vi alltsa

(-1

7r—|—22 ”H 51nn7r/2—7r+22 (2k+1)+12k—|—1

k=0

Om nu fourierserien konvergerar mpfr /2) = 7 + 7/2 = 37 /2 far vi

i(—l)(%“)“# 1 (3_7T _ 77) -
= 2k+1 2\ 2 4
vilket skulle visas.

Det atersér att motivera att fourierserien verkligen konvergerar mot funktiardst i punk-
tenz = 7/2. Detta kan vi se genom att anvda Sats 11.1, eftersofroch f’ ar kontinuerliga i
intervallet(—m, ).

Om vi inte haft tillgang till formelsamling hade viditt besamma fourierkoefficienterna,
ochb,, genom integration. Efter att ha dragit bort konstantterméar vi en udda funktion, och
darfor ar allaa,, = 0 utoma, somar lika medr. For att fab,, anvander vi formeln

1 T
b, = —/ f(z)sinnxdx

T J—7

2



b, = ! /7r (m + x) sinnxdr = ! [(m + z)(—cosnz)/n]" _ — %/_7;(— cosnx)/ndx

T J—7 m

genom partiell integration och eftersoffi, cos nzdx = 0 forn > 0 far vi

b — (m+m)(—cosnm) (7 + (—m))(=cos(—nm)) _2cosnm _ 2(—1)”“'




Ovning 3 (ZC11.3.42)Besam en partikuirldsning till differentialekvationen
d*x
Mmoo + kx = f(t)

dar f ar periodisk med period och
t O<t<?i
— ? 2
ro={4_, 1505
Losnining:Vi besammer en partik@lrlosningz,(t) genom att aréta en fourierserie
2,(t) = ao + Y _(an cos 2mnt + by, sin 2mnt).

n=1

Nar vi satter in denna i differentialekvationemz” + kx = f(¢) far vi att f(¢) kan uttryckas med
fourierserien

kag + Z((k‘ — 4mm*n?)a,, cos 2mnt + (k — 4mm*n?)b, sin 27mnt).
n=1

Vi kan ocksx beshmma fourierserierdf f(¢) genom att se i Betagpsidan 309. Formel (6) med
L =1/2ochh = 1/2 ger fourierseriendr 1/2 — f(t) som

4h > (2n — 1wt
7r2 Z 2n 1y cos 7 = 7r2 Z cos(2n — 1)2xt.

och darmedar fourierseriendr f(t)

3 1" z:: 5 cos(2n — )27t = 12 z:: ST Cos(2n — 1)2xt.

Om vi nu jamfor koefficienterna i de & seriernadr f(¢) far vi attkag = 1/4, a,, = 0 for udda
noch(k — 4mm?(2n — 1)?)ag, 1 = —2/(7*(2n — 1)?), fork = 0,1,2, ..., ochbd,, = 0 for alla
n. Alltsa kan vi skriva ar partikubrlosningz,(t) som

1 Qi 1
T4k w2 = (2n — 1)2(k — 4mn2(2n — 1)?)

cos(2n — 1)2xt.

Denna bsning kan dock inte vara giltig o = 2mm?(2n — 1)? for nagot heltaln. Problemet
ar c& att vi har resonans och det kommer inte att finréagon periodiskdsning till differentia-
lekvationen.



