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FÄRGAT PAPPER

Efternamn: Personnr:

Namn: Intagnings̊ar:

Lösningen skrivs p̊a detta papper. Till̊atna hjälpmedel: BETA – Mathematics Handbook.
Lösningsförslag kan kvitteras efter räknestugans slut. De rättade skrivningarna delas ut av läraren under
nästa räknestuga. Betygskala: 0 till 3 poäng.
Överblivna lappskrivningar lämnas till studentexpeditionen.
Lappskrivningarna är frivilliga men kan sammanlagt ge maximalt 2 poäng till examinationen.

Ange en lösning u(x, t) till värmeledningsekvationen

2
∂2u

∂x2
=
∂u

∂t
, 0 < x < π, t > 0,

som satisfierarar:


∂u

∂x
(0, t) =

∂u

∂x
(π, t) = 0

u(x, 0) = cos(3x).
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Lösningen skrivs p̊a detta papper. Till̊atna hjälpmedel: BETA – Mathematics Handbook.
Lösningsförslag kan kvitteras efter räknestugans slut. De rättade skrivningarna delas ut av läraren under
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Ange en lösning u(x, t) till värmeledningsekvationen

3
∂2u

∂x2
=
∂u

∂t
, 0 < x < π, t > 0,

som satisfierarar:


∂u

∂x
(0, t) =

∂u

∂x
(π, t) = 0

u(x, 0) = cos(2x).



Lösningsförslag till lappskrivning 7, 2002–05–16, text p̊a FÄRGAT papper:

Man söker lösningen p̊a formen u(x, t) = X(x)T (t). Insättning i ekvationen ger

2X ′′T = XT ′ =⇒ 2
X ′′

X
=
T ′

T
= −2λ2 =⇒

{
X(x) = α cosλx+ β sinλx,
T (t) = γ e−2λ2t.

Randvilkoren u′x(0, t) = u′x(π, t) = 0 för varje t medför att X ′(0) = X ′(π) = 0, dvs{
0 = X ′(0) = (α cosλx+ β sinλx)′x=0 = β

0 = X ′(π) = (α cosλx)′x=π = −λα sinλπ =⇒ λ = 0, 1, 2, . . ..

Med andra ord satisfierar var och en av funktionerna un(x, t) = An e
−2n2t cosnx b̊ade ekvationen och rand-

villkoren. I förhoppning att kunna uppfylla även begynnelsevilkoret använder man sig av superpositionsprin-
cipen och komponerar lösningen u p̊a formen

u(x, t) =
∞∑
n=0

un(x, t) =
∞∑
n=0

An e
−2n2t cosnx.

Nu medför begynnelsevilkoret att

cos 3x = u(x, 0) =
∞∑
n=0

An cosnx =⇒ An =
{

1 , n = 3,
0 , annars. =⇒ Svar: u(x, t) = e−18t cos 3x.

Lösningsförslag till lappskrivning 7, 2002–05–16, text p̊a VITT papper:

Man söker lösningen p̊a formen u(x, t) = X(x)T (t). Insättning i ekvationen ger

3X ′′T = XT ′ =⇒ 3
X ′′

X
=
T ′

T
= −3λ2 =⇒

{
X(x) = α cosλx+ β sinλx,
T (t) = γ e−3λ2t.

Randvilkoren u′x(0, t) = u′x(π, t) = 0 för varje t medför att X ′(0) = X ′(π) = 0, dvs{
0 = X ′(0) = (α cosλx+ β sinλx)′x=0 = β

0 = X ′(π) = (α cosλx)′x=π = −αλ sinλπ =⇒ λ = 0, 1, 2, . . ..

Med andra ord satisfierar var och en av funktionerna un(x, t) = An e
−3n2t cosnx b̊ade ekvationen och rand-

villkoren. I förhoppning att kunna uppfylla även begynnelsevilkoret använder man sig av superpositionsprin-
cipen och komponerar lösningen u p̊a formen

u(x, t) =
∞∑
n=0

un(x, t) =
∞∑
n=0

An e
−3n2t cosnx.

Nu medför begynnelsevilkoret att

cos 2x = u(x, 0) =
∞∑
n=0

An cosnx =⇒ An =
{

1 , n = 2,
0 , annars. =⇒ Svar: u(x, t) = e−12t cos 2x.


