Hogre ordningens differentialekvationer

1 Introduktion och problemformulering

Inom den diskreta matematiken har man ofta en talféljd som &r given rekursivt.
Det kan vara svart att berdkna ett analystiskt uttryck for talféljden, men en hjilp
pa végen ges ofta av den genererande funktionen. Vi ska hir se hur denna kan
beridknas med hjélp av differentialekvationer. Dessa kommer att vara av ordning
2 och ha icke-konstanta koefficienter, vilket kridver metoder som inte behandlats
tidigare i kursen.

De talfoljder vi ska titta ndrmare pa ar

¢ a1 =(1—-n?a,, a=1 och
e a1 =(1-n%a,+3, a=1.

Eftersom koefficienten framfor a,, beror av n ar det i allménhet svart att se hur
talfoljderna beter sig. Vi tar da hjélp av nagot som kallas den exponentiella ge-
nererande funktionen for talféljden. Den ges av
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Exempelvis ger a,, = 1 den exponentiella genererande funktionen

k=0

Man kan ofta extrahera mycket information om talféljden ur dess genererande funk-
tion.

2 Matematisk modell

Om man anvénder sig av ett rekursivt uttryck for en talféljd kan man skapa en
ekvation som innehaller den genererande funktionen.

Exempel 2.1 Betrakta talféljden som ges av
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Detta dr naturligtvis Fibonaccitalen. Vi tittar pa dess exponentiella genererande
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Laser man sedan differentialekvationen F"'(x) — F'(xz) — F(z) = 0 far man, med
begynnelsevirdena F(0) = ag =0 och F'(0) = a1 =1,
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Det &r inte alltid man far en differentialekvation, men i allménhet blir det en
sadan. Oftast &r koefficienterna inte konstanta. Tittar vi pa rekursionen a,41 =
(1 — n?)a,, ger rikningar liknande dem ovan differentialekvationen

F(z) =

22y + (14 2)y —y =0,

dir y(z) &r den genererande funktion vi &r ute efter. For att losa denna maste
vi alltsd ha en metod for att 16sa icke-separabla differentialekvationer med icke-
konstanta koefficienter.

3 Losning av forsta problemet

Avsnitt 4.1 i boken séger att det finns lika manga linjért oberoende l6sningar som
den hogsta graden i ekvationen. I var ekvation har vi grad 2 (det finns en term
y", men ingen av hogre ordning). Det finns alltsa tva losningar till denna ekvation.
Vi ska nu titta pa en metod som givet en av dessa l6sningar reducerar graden av
ekvationen. Vi far da en forstagradsekvation, som vi kan 16sa och ddrmed finna den
fullsténdiga 16sningen.

I ekvationen x2y” + (1 + )y’ —y = 0 ser man témligen litt att v (z) = 1+ ér
en l6sning till ekvationen. Vi ska nu anviinda denna l6sning till att finns den andra
16sningen.

Borja med att skriva om ekvationen pa normalform, dvs sa att koefficienten
framfor ledande termen ar 1. Vi far
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eller mer allmant
y" + P(x)y’ + Q(x)y = 0.

Sedan ansiitter vi att den andra losningen ska vara pa formen ys(z) = y1(x)u(z),
for nagon funktion u(x). Derivering och inséttning ger

(y1'v + 2y10" + o) + P(x)(yiu + i) + Q(@)yru = 0.



Vi skriver nu detta som en differentialekvation i u(x):
yiu” + (2y1 + Plz)y)u’ + (yi + P(2)y) + Q(z)y1)u = 0.

Vi ser nu fordelen med den ansats vi gjort. Den sista termen i vénsterledet, (v} +
P(2)y} +Q(x)y1)u blir 0, eftersom y; uppfyller ekvationen (y"”+P(x)y' +Q(z)y = 0.
Vi ska nu 16sa y1u” 4+ (2y] + P(x)y1)u’ = 0 eller y1w’ + (2] + P(z)y1)w = 0 (sétt
u' = w). I vart fall blir detta (1 + z)w’ + (2 + (1;7?)2)10 =0.

Denna ekvation ar separabel. Vi far

d
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Integreras detta sa fas
1 1 2, 1 1
nw = —In(1l+ z) —|—?—nx,

vilket ger
1z
(1 + )2’
Denna funktion ser hemsk ut, men gar faktiskt att integrera. Man far da
_relle
1+

i

vilket ger att den andra losningen till den ursprungliga differetialekvationen blir

1+

yo(z) = y1(2)u(z) = (1 + x) = —ze

Totalt fas saledes 16sningen y = Ay (z)+ Bya(z), dir A och B ar konstanter som
kan bestdmmas med hjilp av randvirden. I detta fall kiinner vi y(0) = 1. Eftersom
y2(0) inte dr definierad séitter vi B = 0. Vi siitter sedan A = 1, vilket ger 16sningen

o) T
y(z) = Zakﬁ =1+z,
k=0

sa i detta fall hade vi ag = a3 = 1, a; = 0 for ¢ > 2. Detta hade givetvis kunnat
bestdmmas utan den genererande funktionen, men de flesta talfoljder &r inte sa
enkla som denna.

4 Losning av andra problemet

Vi tittar nu litet nirmare pa rekursionen a, 1 = (1 —n?)a, + 3. Denna ger upphov
till differentialekvationen

22y + (1 + )y —y = —3¢7,
vilket dr en inhomogen ekvation. Som vanligt kan vi 16sa den homogena och inho-
mogena delen var for sig, och den homogena har vi redan 16st ovan. Losningarna
var y(z) = 14 x och yo(x) = —ze'/*. Vi ska nu anvinda dessa for att finna en
partikulérlosning.



Vi gér nu ansatsen y,(z) = w1 (z)y1 (x)+uz(x)y2(x). Precis som tidigare férsvinner
manga termer om vi sitter in detta i diffekvationen, eftersom vi anvinder 16sningar
till den homogena delen. Om man sétter in och riknar pa far man, allmént sett,

d
%(yw’l + yousy) + P(x)(y1u) + yous) + yyu) + yousy = f(z),

dér f(x) dr hogerledet i var diffekvation. Ett sétt att fa detta att stdmma &r att
finna uq,us sa att

y}u;l + ylgu;g =0
Yiuy + youy = f(x).

Detta ér ett linjirt ekvationssystem med tva ekvationer och tva obekanta. Vi kan
anviinda linjér algebra for att 1osa detta. Sétt w = (uf, u}), b = (0, f(x)) och

W= ( vy ) .
Y1 Y2
Determinanten av denna matris kallas Wronskianen av y; och yo. Vi har da Wu =

b, som har 16sning @ = W~1b. Vi far

/ __yzf(x) ul(x) = yif(z)
uj(z) = W] ) 5(7) W .

I vart fall har vi y;(z) = 1 + @, ya(z) = —we'/® och f(x) = —3e®. Sitter vi in

detta far vi [W| = &=, vilket ger v/ (z) = —3x2e” och ub(zx) = —3ze*V/*(1 + z).

Vi kan integrera den forsta ekvationen, vilket ger uj(z) = —3(2? — 2z + 2)e?,

men pa den andra gar vi dessvérre bet. Detta far illustrera svarigheterna med dessa
metoder. Det gar alltid att stdlla upp en modell for hur man ska 16sa diffekvationen,
men det dr inte alltid som man klarar integralerna. Metoden fungerar alltsa inte
perfekt jamt.



