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Nagra ord pa vagen

Detta kompendium &r skapat for att anvandas som litteratur till KTHS MATE-
MATISKA CIRKEL under lasdret 2001-2002. Kompendiet bestdr av sju avsnitt,
som svarar mot de sju traffar vi planerat, samt ett inledande avsnitt om mangder.
Kompendiet dr, férutom avsnittet om mangder, inte tankt att ldsas pa egen hand,
utan ska ses som ett skriftligt komplement till undervisningen p3 de sju traffarna.

Som den mesta matematik pa hégre niva dr kompendiet kompakt skrivet. Detta
innebar att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok. Istillet bér man
prova nya satser och definitioner genom att pd egen hand exemplifiera. Darmed
uppndr man oftast en mycket battre forstaelse av vad dessa satser och deras bevis
gar ut pa.

KTHs Matematiska Cirkel finasieras av Marianne och Marcus Wallenbergs Stiftel-
se. Forfattarna tackar Dan Laksov for hans engagemang, tid och tro pd matematik.



0 Mangdlara — en kort introduktion

For att pd ett enkelt och kortfattat satt kunna beskriva det vi dnskar i foljande
kapitel kravs att vi beharskar lite elementdr mangdlara. Vi ska darfor gd igenom
grunderna har.

En madngd innehiller ting, utan repetition. Tingen kallar vi for element. Den
tomma mangden innehaller ingenting. Ar det en liten mangd kan den presenteras
genom att elementen skrivs i godtycklig ordning mellan ett par krullparenteser

(-

Exempel Maingden som innehéller elementen 1, 3 och a kan exempelvis skrivas
{1,3,a} eller {1,a,3}.

Att ett element x ligger i miangden A betecknas x € A. Att mingden B ar
en delmangd till mangden A, d.v.s. att alla element i B ocksa ar element i A,
betecknas B C A.

Man &r ofta intresserad av de element som &r element i ndgon av tvd mangder,
eller i bdda mangderna.

Definition 0.1 Unionen av tvd mangder A och B bestdr av de element som
ligger i ndgon av mangderna och betecknas AU B. Snittet av tvd mingder bestar
av de element som ligger i bada mingderna och betecknas AN B.

Exempel L3t A ={1,3,5,6} och {5,8,3,4711}. D4 har vi AU B = {1,3,5,6,
8,4711} och AN B = {3,5}.

Antalet element i en mangd betecknas med beloppstecken. | exemplet ovan har
vi|A| =4,|B|=4,|]AUB| =6 o0och |[ANB| =2.

Stérre mangder betecknas ofta med hjalp av en beskrivning. Innanfor krullparen-
teser skriver man da ett uttryck, sedan ett kolon och darefter restriktioner for
uttrycket. Detta visas bast med ett exempel.

Exempel Mangden av alla tal stérre dn 3 kan skrivas {x : © > 3}. Lt A =
{1,2,3,4,5}. D3 giller féljande likheter: {z? : x € A} = {1,4,9,16,25} och
(20 1z € A} = {2,4,8,16,32}.

Vill man tala om att ndgot giller for alla element i en mangd A skriver man att
detta giller Vx € A. Att det existerar ett element i A som uppfyller ndgot skriver
man Jx € A.

Exempel L3t A ={1,2,3,4}. Det ir inte sant att © < 3,Vx € A, eftersom det
finns element i A som ar stérre 4n 3. Daremot ar det sant att 3x € A sidant att
r < 3.



Vi ska nu avslutningsvis titta pa ndgra viktiga talmangder. Den mangd vi anvander
for att rakna féremal &r de naturliga talen {0,1,2,3,...}. Denna méngd betecknas
N och beteckningen kommer frdn Naturliga tal. Tar vi med negativa tal far vi
heltalen {...—3,-2,-1,0,1,2,3,...} = Z (Zahl (tal pa tyska)). Tar vi kvoter
av heltal (med namnare skild fran 0) far vi de rationella talen Q (frén engelskans
Quotient (kvot)).

Man kan enkelt visa att de naturliga talen ar lika ménga som heltalen. Definiera
en funktion f(x) fran heltalen till de naturliga talen sa att f(x) = 2z for positiva
tal z, f(x) = —2x — 1 for negativa tal z samt f(0) = 0. Darmed har varje heltal
parats ihop med varsitt naturligt tal, sa heltalen kan inte vara fler. De kan inte
heller vara farre, eftersom de naturliga talen 3dr en delmangd av heltalen. Alltsa ar
de lika manga. P3 liknande satt kan man visa att de rationella talen &r lika manga
som de naturliga talen (och darmed heltalen).

Den viktigaste talmangden inom analysen ar de reella talen. Det ar alla tal som
kan skrivas som en (andlig eller oandlig) decimalutveckling. Mangden av dessa
betecknas R. Man kan visa att de reella talen &r fler &n de naturliga.

For oandliga mangder kan vi inte ange antalet element i dessa med nagot vanligt
tal. Daremot kan vi som ovan jamfora tvd oandliga mangder och se om dessa
har lika manga element. Storleken av siddana mangder ges av ndgot som kallas
kardinaltal. Vi har alltsa |R| > |Q| = |Z| = |N|. De mangder som har samma
kardinaltal som de naturliga talen (t.ex. heltalen och de rationella talen) kallas
upprdkneliga (eftersom man kan rikna upp de naturliga talen). De mangder som
har storre kardinaltal (t.ex. de reella talen) kallas 6verupprékneliga.

Bade de rationella talen och de reella talen besitter egenskapen att mellan tva
sddana tal finns det alltid ett annat sddant tal. Detta &r I4tt att inse, eftersom
medelvardet “T“’ av tva rationella tal a och b ar ett rationellt tal och medelvardet
av tva reella tal ar ett reellt tal. Vi kan fortsdtta med att ta medelvardet av detta
tal och ett av de forsta, och sedan medelvardet av detta nya tal och det féregaende
medelvardet, och s vidare i all odndlighet. Vi inser di att mellan tva rationella
tal finns odndligt manga rationella tal (det samma géller for reella tal).

Vill man beteckna ett intervall av de reella talen anvidnder man paranteser och
hakparanteser. Exempelvis betecknar [a,b] mangden av alla reella tal mellan a
och b, inklusive dessa (d.v.s. [a,b] = {x € R : a < = < b}) och (a,b) &r
samma intervall, men utan a och b ((a,b) = {x € R : a < z < b}). Dessa
intervall kallas slutna respektive 6ppna. Det finns dven halvoppna intervall, t.ex.
[a,b) ={x € R:a <z < b}



1 Binomialsatsen

For att i ndsta avsnitt kunna definiera talet e maste vi ldra oss litet grundlagg-
ande kombinatorik. Kombinatorik handlar om antalet sitt att gora olika saker.
Exempelvis vet varje kombinatoriker hur manga fyrsiffriga portkoder det finns,
som saknar upprepade siffror (det &r 5040 stycken). Vi kommer i detta avsnitt att
titta ndrmare pd antalet sitt att vadlja k objekt ur en mangd av n objekt och se
hur detta hanger ihop med uttryck pa formen (a + b)".

Antag att vi vill berdkna (a+b)3. Detta kan skrivas som (a+ b)(a+b)(a+b) och
utvecklar vi detta far vi a® +3a2b+3ab® +b>. P4 samma sitt kan varje produkt pa
formen (a+ b)" skrivas som en summa av ett antal termer. Dessa termer ar alltid
pa formen av ett heltal multiplicerat med en potens av a (d.v.s. a* fér nigot k)
multiplicerat med en potens av b. Men vilka potenser dr mdjliga och vilka heltal
star framfor de olika kombinationerna?

Ett sitt att se pad summan a3 + 3a%b + 3ab® + b ar att varje term fis genom
att vélja antingen a eller b ur varje faktor i produkten (a + b)(a + b)(a + b).
Om vi véljer a ur den forsta faktorn, b ur den andra och a ur den tredje far vi
termen a?b. For varje faktor finns tvd mdjligheter (a eller b), s3 sammanlagt har
vi 2:-2-2 =23 = 8 termer. Vissa av dessa ir lika, si vi kan skriva ihop dem till en
term. Viljer vi som ovan fér vi t.ex. termen a?b. Men det f3r vi dven om vi viljer
vart b ur forsta eller tredje faktorn, sd det finns tre sitt att fa a?b. Det ar dirfor
vi far termen 3a?b i summan ovan.

Ur varje faktor maste vi vilja exakt en av a och b. Om vi adderar potenserna for
a och b ska vi alltsd fa n. Det stimmer med exemplet, eftersom potenserna i tur
och ordningar3+0=2+4+1=14+2=0+ 3 = 3. Vi kan inte heller ha negativa
potenser, sd ingen potens ar hogre dn n.

Vi har alltsd konstaterat att (a + b)™ kan utvecklas som en dndlig summa (n + 1
termer nirmare bestimt), dir alla termer 4r pa formen ca™ *b* och c 4r ett heltal.
Detta heltal ges av antalet satt att valja exakt k stycken b:n bland n mojliga. Lat
oss beteckna detta tal (2) Vi kan da skriva produkten som

n_ (™Y n0, [T\ n—131, [T\ n-2;2 n 1n—1, [T\ o0mn
(a+b) —<0>ab+(1>a b+(2>a b+...+(n_1>ab +<n>ab.

Denna summa, som &r sd lang att den gar ut i marginalen, kan kortare skrivas

som .
Z (Z) a" Rk

k=0
Vi tolkar detta som att vi far en term for varje heltal £ mellan 0 och n. Vi byter
da ut k i uttrycket mot dessa heltal. Exempelvis f3s forsta termen a™ i summan
ovan genom att sitta in O i stallet for k.

Formeln

(a+b)" = Zn: <Z> avkpk

k=0
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kallas binomialsatsen och talen (Z) kallas binomialkoefficienter (de uttalas “n

valj k" eller “n 6ver k™). Satsen &r dock inte sarskilt anvindbar om vi inte kan
uttrycka binomialkoefficienterna pa ett enklare satt. Vi ska strax gora detta, men
vi behover kdnna till féljande hjilpsats (hjilpsatser kallas lemmor i matematisk
skrift).

Lemma 1.1 Antalet sitt att sortera k element ar k!. Att sortera innebar att ge
elementen en ordning.

BEVIS Vi vill sortera k stycken element, d.v.s. bestimma en ordning bland dessa. Nér vi
valjer det forsta elementet har vi k alternativ (alla element kan viljas). Nar vi véljer det
andra elementet ar ett element redan valt, s3 vi har nu bara k — 1 alternativ. Sammanlagt
kan de tva forsta elementen viljas pd k - (k — 1) olika satt.

P3a samma satt ser vi att det tredje elementet kan valjas pd k — 2 olika satt, vilket ger
k-(k—1)-(k—2) alternativ for de tre forsta elementen. Sammanlagt for alla elementen
far vi sd smaningom k- (k—1)- (k—2)-...-2-1 = k! olika alternativ. g

Vi kan nu skriva binomialkoefficienterna pa ett enklare satt.

Sats 1.2 Binomialkoefficienterna (Z) ges av

(1) =

dirn!=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1 (uttalas “n-fakultet”). Vi definierar dessutom
0ol=1.

BEVIS Ett satt att vilja k element ur en méngd av n element &r att sortera alla n
elementen, och sedan vilja de k forsta. n element kan, enligt lemmat, sorteras pa n! olika
satt.

Antag att vi har sorterat de n elementen. Om vi nu dndrar ordning pa de k forsta elementen
far vi samma val av k element. Det spelar uppenbarligen ingen roll i vilken ordning de k&
forsta elementen ligger, eftersom alla dessa blir valda. Vi kommer alltsd att fa samma val
av k element k! gadnger. P4 samma sitt spelar ordningen av de &vriga n — k elementen
ingen roll, sd vi far samma val av k element k!(n — k)! ganger. Men vi vill ha varje val
precis en ging. Vi miste alltsd dela med bade k! och (n — k)! for att fa antalet sitt att
valja k element ur n element. Darmed har vi

(1) = e

g

Binomialkoefficienterna kan dven beskrivas med hjilp av en rekursionsformel (en
rekursionsformel ar en formel dar vi berdknar tal i en talfoljd med hjilp av tal som
ligger tidigare i talfoljden). | detta fall kan man resonera som si: Om vi bland
talen {1,2,...,n} ska vélja k tal, s& ar talet n antingen med eller inte med (fler



alternativ finns inte). Om n &r med i valet, valjer vi 6vriga k — 1 tal bland n — 1

tal. Detta kan goras pa (Zj) olika satt. Om n inte 4r med i valet ska vi vilja k
tal bland de n — 1 &vriga, vilket kan goras pa (";1) satt. Vi behover alltsd bara

kanna till binomialkoefficienterna for n — 1 for att berdkna dem for n. Formeln

lyder

n\  (n-—1 n n—1

k) \k—-1 k)’
med begynnelsevarden (8) = (Z) = 1, for alla heltal n. Vi kan nu skriva upp
binomialkoefficienterna i en struktur som &r kiand under namnet Pascals triangel.

Begynnelsevardena finner vi pd kanterna och enligt rekursionsformeln &r varje tal
lika med summan av de tvd talen nirmast ovanfor.

Tabell 1: Pascals triangel. I rad n och position k fran vénster finner vi (Zj)
Overst har vi alltsa (0).

0
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1

Hur snabbt vixer n! med n? Om vi 6kar n till n + 1 sd& multiplicerar vi n! med
n—+ 1. n! borde alltsd 6ka valdigt snabbt. Foljande sats visar att sa ar fallet. Lagg
marke till att talet 2 i satsen kan bytas ut mot godtyckligt positivt tal, om vi
andrar den nedre gransen for n

Sats 1.3 Férn > 4 galler att n! > 2.

BEVIS Betrakta kvoten n!/2"™. Om den ar storre dn 1 foljer att n! > 2". Men om n >4
har vi
nl n-n—-1)-n—2)-...-2-1 nn—-1 654321 nn—-1 65

2 = 2.2-....2.2 =3 3 22222272 2 22 "

O

Ovning 1.1 Genom att vélja limpliga virden ps a och b, visa att
" /n
= on
> (1)
k=0

och att (forn >0)



Ovning 1.2 Utéka Pascals triangel med nigra rader. Vilka tal finns ps andra

respektive tredje diagonalen fran vanster? Hur ser rekursionsformeln ut i dessa fall
(k=1respk=2)?

Ovning 1.3 Vi ser att Pascals triangel verkar vara symmetrisk. Bevisa detta!

Ovning 1.4 Fér er som last induktion: Anvind induktion for att visa sats 1.2 med
hjalp av rekursionen.

Ledning: Utfér induktionen i n-led, d.v.s. antagandet ar att formeln galler f6r alla
k med n = p—1 och sedan visar man det for alla k med n = p. Man inser enkelt
att () = () = 1, s3 vi behéver bara visa formeln fér de k som &r sidana att

1<k<n-1.



2 Gransvarden och talfoljder

Vilket tal i mangden [0, 1] &r storst? Talet 1 verkar ju vara en given vinnare, vilket
ocksa stimmer. Om jag nu frigar efter det storsta talet i mangden [0, 1) blir det
betydligt svarare. Svaret ar att inget tal ar storst. (Varfor? Om nagot tal ar storst
borde vi kunna ange det, eller hur?) L&t oss generalisera var intuitiva uppfattning
av storsta elementet i en mingd.

Definition 2.1 M 3&r en 6vre begransning till en midngd A om Yx € A galler
att x < M.

De reella talen har egenskapen att varje uppat begransad mangd har en minsta 6vre
begrinsning. Detta &r inte sant for de rationella talen da t.ex. {x € Q : 22 < 2}
saknar minsta 6vre begransning (v/2 ¢ Q).

Definition 2.2 Supremum av en mingd A eller sup A definieras som den minsta
ovre begrdnsningen av A, d.v.s.

sup A = min{M : M &r en dvre begrinsning till A}.
Exempel 2.3 sup[0,1] = max[0,1] = 1.
Exempel 2.4 sup[0,1) = 1 medan max [0, 1) saknas.

For att kunna definiera gransvarden maste vi veta vad vi menar med att nagot tal
dr ndra ndgot annat tal. L3t oss definiera beloppet av x som

z ,daz >0
|z| = .
—x ,daxz <0

Beloppet av = anger avstandet frén x till talet 0. Lite mer allmant kan vi skriva
|x — a| = b som betyder att avstandet fran x till a ar b.

Vi ska i detta kapitel studera oandliga foljder av tal, t.ex.

111
1= ==

2°3° 4
Lat oss betrakta en godtycklig talfoljd av reella tal a1, a9, as, ... eller lite forenklat
{an},;2,. En naturlig frdga dr om talféljden stabiliserar sig vid nigot varde for
stora varden pd n. | exemplet ovan tycks talféljden niarma sig 0. Men for att exakt
veta vad vi menar med att en talfdljd ndrmar sig ett virde, maste vi inféra en
definition.

Definition 2.5 En talféljd {a,},-, sigs konvergera mot grinsvdrdet A om
det for alla e > 0 finns ett N sadant att |a, — A| < € dd n > N. Vi infor
beteckningen

lim a, = A.
n—oo

En talféljd med denna egenskap kallas konvergent, annars divergent.
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Sats 2.6 Lit{ay}, ., och{b,} . | vara konvergenta talf6ljder med grinsvardena
A respektive B. D3 féljer att talféljden

1. {an + by}, ar konvergent med gransvirdet A + B,

2. {anbp},2, ar konvergent med gransvirdet AB.

BEVIS Vi anvinder oss av definitionen.

1. Tag € > 0. Vi vill visa att det finns ett N sidant att |a, + b, — A — B| < ¢ for
allan> N.

lan, + b, — A — B| < |lay, — Al + |b, — B|
D3 {a,},-, konvergerar mot A och {b,,} -, konvergerar mot B far vi att det finns
tal N7 och N3 sd att

b, —B| < =, dédn>N;

IR

och
la, — Al <

DN ™

Detta ger att

|an +b, —A—B| <e, din>max(Ny, Ns).

2. Tag € > 0. Vi vill visa att det finns ett N sadant att |apb, — AB| < ¢ for alla
n>N.

|anb, — AB| = |apb, — anB + a,B — AB| < |anb, — apnB| + |a, B — AB)|
|an| by — B| + Bl |an — Al.

D3 {an} -, konvergerar mot A, {b,,}~_, konvergerar mot B och max,,>1 {a, },-, =
K < oo fér vi att det finns tal Ny och Nj sa att

|bn—B|<%, din >N
och
\an—A\éé, ddn > Ns.

Detta ger att
|anb, — AB| <e, dan > max(Ny, Na).

0

En talfsljd {a},-, kallas vixande om an11 > a, for alla n € N och uppat
begriansad om det finns ett tal M sddant att a,, < M forallan € N. M ar alltsd
en Gvre begransning till mangden {a1,a2,as3,...} = {an}, ;.

Sats 2.7 En talféljd som &r viaxande och uppat begrinsad r konvergent.
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BEVIS Antag att talféljden dr uppdt begriansad av talet M. Vi vet d3 att alla tal i
talfoljden dr mindre &n eller lika stora som M. Det kanske finns ett mindre tal an M
som har samma egenskap. L3t oss kalla det minsta tal som &r en Gvre begransning till
{a,},>, fér K. D3 K 4r den absolut minsta 6vre begransningen till talféljden s3 finns
det element i talféljden odndligt ndra K (i vissa fall dven lika stora som K). D.v.s. for
varje givet £ > 0 finns ett N sidant att |ay — K| < . Men d3 talféljden &r vixande
kommer |a, — K| < e for allan > N. Vi dr klara och har dessutom visat att gransvirdet
av talféljden ar precis K, d.v.s.
lim a, = K.

n—oo

Sats 2.8 Talfsljden

ar konvergent.

BEVIS Vi vill anvinda féregdende sats, alltsd maste vi verifiera att {a,} dr vixande och
uppat begransad. Lat oss nyttja binomialsatsen:

() =20 ) s ()

Vi studerar varje term i detalj.

n\ 1 n! 1 n-(n-1)-(n—2)---(n—k+1)
(k)n" T K(n—k)nk K nk
1 n n-1 n-2 n-k+1

_ l 1 l 1 g 1 k-1
TR n n n ’
For att nu inse att talfdljden dr véxande studerar vi a,, och a, 1.
"1 1 2 k—1
n = —.(1=Z= 1—-2)...(1=-2—=
=y (o) (-0) - (-5

och analogt foljer att

n+1
1 1 2 k-1
anH_Zk‘!.(l_n%—l) <l_n+1>.“<l_n+1>'

k=0

Lat oss jamfora de termer vi far for ett givet k. Vi har att
1- L1 =12, k-1
n n+1

vilket ger att

(=2 (=2) (-5 < (o) (- 27) - ()




For varje k& i summorna ar termen fran a,41 storre dn den fran a,,. Dessutom innehdller
Gn4+1 €N term mer dn a, som ocksa ger ett positivt bidrag. Alltsa ar a,,+1 > a,, for alla
n>1.

L&t oss nu aven verifiera att {a,} ir uppat begrinsad. Aterigen anvinder vi oss av
framstallningen

"1 1 2 kE—1 "1
B (1) (-0 (-5 < Sk
=0

d3 varje parantes dr mindre dn 1. Vi har i kapitel 1 visat att k! > 2* for alla k > 4. Detta
passar nu perfekt for var uppskattning.

"1 1 1 1
kz_:k— TR 2, 3,+Z <2+ + = +Z

|
_|_

I
[\)
+
DO |
+
| =
|
—
[ NN
e
| =
+
ol
J;M
[N}
A
—_
+
[\
Ead

Vi padminner oss nu om formeln for en geometrisk summa (vilken &r enkel att verifiera,
hur?),
n+1

n

3k = 1-2""
1—x

k=0

| vart fall far vi

" " 1- (O™ 1
Zkl<1+22k:1+1_21:1+2(1_2n+1><3'

k=0 k=0 2

Vi har nu visat att {a,} bide &r vixande och uppat begrinsad vilket ger att {a,} ar
konvergent. O

Definition 2.9
1 n
e = lim <1 + > .
n—oo n

Fran beviset av att talfoljden konvergerar far vi att e < 3 och om vi sidtter n =1
far vi att e > 2.

Exempel 2.10 L3t oss visa att

1 n
an—<1+>
n

konvergerar mot e dven di n — —oc. Vi bildar talféljden {b,}, dar

o))
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och fragar oss vad {by,} konvergerar mot di n — co.
1\ ™" 1 -1\ " n
() () ) -2
n n n—1
n—1+1\" 1 "
() =)

Vi utfér variabelbytet n — 1 = m,

1 \" 1\ 1 1\™
<1+ ) :<1+> :<1+><1+> — e, dam — oo.
n—1 m m m

Ovning 2.1 Visa att

3n+1
:n=0,1,2,3,... , = 3.
Sup{n+2 n ) ) ) ) }

Ovning 2.2 Verifiera formeln for en geometrisk summa (x # 1), d.v.s.

1— mn-i—l

n
>
l1—z
k=0

Ovning 2.3 Visa att talféljden {a,}

/1 1
a":2<k_k+1>

k=1

ar konvergent. Vad ar griansvardet?
Ovning 2.4 Fér en konvergent talfslid {a,} géller att

. 5 . 5
lim (a,)’ = (hm an> .

n—oo n—oo

Anvéand detta fér att visa att
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3 Kontinuitet

Vi har i féregdende kapitel definierat vad vi menar med att en talféljd {a,} kon-
vergerar mot ett gransvarde dd n — oo. Denna definition ar enkel att generalisera
till funktioner. Vi bdrjar med att forklara vad som menas med en funktion. Lat
oss anta att vi har tvd mangder A och B. Varje element z i A tilldelas ett unikt
element y i B. Denna avbildning f som o&verfér x pad y kallas en funktion. A
som betecknas Dy kallas definitionsmdngd och B malmingd. En vanlig be-
teckning for allt detta ar f : A — B som betyder att f ar en funktion fran
definitionsmangden A till malmingden B.

Exempel 3.1 L3t f (z) = 22, Dy = [-5,—2] U[1,2]. Som m&lmingd kan vi ta
R eller [1,25].

Ett ndgot mer abstrakt exempel kan se ut enligt foljande.

Exempel 3.2 Lit A = {z,y,2} och B = {a,b,c}. L4t oss definiera en funktion
f:A— B genom att f(x) =0b, f(y) =a och f(z) =b.

Definition 3.3 En funktion f : R — R sdgs ha gransvardet A da © — oo om
det for alla e > 0, finns ett N sidant att |f () — A|<eddx € Dy ochx > N.
Vi infér beteckningen

lim f(x)=A.

r—00
Exempel 3.4 L3t f(z) = 1. D5 x vixer, avtar L mot 0. L4t oss visa att

lim — =0.
T—00 I

Tag ett & > 0. Vi vill visa att vi kan vélja ett N (som beror pa virdet av €) sadant

att
1

X

:
——0|<e
x

di x > N. Detta féljer om vi viljer N > 1.

Exempel 3.5 L3t oss betrakta funktionen

2z +1
f(x)_l'—l’
di x — oo. Vi skriver om uttrycket nagot
2r+1 241 2
T = f—>f:2,d§a:—>oo.
r—1 1-— 1

z
Man kan aven anvanda sig av foljande identitet

2 1 2(x-—1 3 3
Tt — (x )+ =24+ —— —2,dix— o0.
r—1 r—1 r—1
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Med funktioner 3r man emellertid inte endast intresserad av gransviarden dé = —
oo utan adven i en godtycklig punkt. Vi infor detta med en liknande definition.

Definition 3.6 En funktion f sidgs ha gransvardet A da x — a om det fér alla
e > 0, finns ett 6 > 0 sddant att |f (v) — Al < e dd 0 < |x—a|] <. Viinfor
beteckningen

lim f (z) = A.

r—a

Vi ar nu redo for att definiera derivata.

Definition 3.7 L3t f vara en funktion definierad pd R. Om gransvirdet

o @+ k) = f @)
h—0 h

existerar, sags f vara deriverbar i punkten . Gransvirdet betecknas med f' (x)
och kallas derivatan av f i punkten z.

Exempel 3.8 Ett valbekant exempel ar

. (x+h)2—x2 224 2xh + h? — 22 _ 2xh + h?
lim ——— = lim = lim 227
h—0 h h—0 h h—0 h

= lim2x+h=2x
h—0

2

d.v.s. att derivatan av x* ar 2x.

Vaér definition av gransvirde dd x — a tar hansyn till hur funktionen ser ut pd
bidda sidor om = = a. Anta att en funktion f &ar definierad Gver ett intervall
D¢ = (a,b). Da ar det omgjligt att anvanda var definition av gransvarde da
x — a (ty funktionen finns ju inte till vinster om a). Vi vill veta hur f beter sig
ndra x = a men endast sett fran stdrre varden dn z = a. Vi gor foljande definition.

Definition 3.9 L3it f vara en funktion som innehdller intervallet (a,b) i sin de-
finitionsmangd. f sdgs ha hogergransvardet A da + — a om Ve > 0, 30 > 0
sddant att |f (z) — A| <e dd 0 < x —a < 4. Viinfér beteckningen

lim f(x)=A.

r—a+

P3 motsvarande satt infor vi vanstergransvirde. Om vi funderar ett tag Sver dessa
definitioner av gransvarde far vi foljande sats.

Sats 3.10 L4t f vara en funktion, da féljer att

lim f(z)=A << lim f(z)= lim f(z)=A

T—a r—a+ T—a—
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Definition 3.11 En funktion f sigs vara kontinuerlig i punkten x = a om

lim f («) = f (a).

r—a

f sags vara kontinuerlig om f ar kontinuerlig i alla punkter i sin definitionsmangd.

En funktion ar alltsd kontinuerlig i x = @ om och endast om hdgergransvarde,
vanstergransvarde och funktionens varde i x = a sammanfaller.

Exempel 3.12 Funktionen

3r—3 ,diazx<l1
€Tr) =
fle) {x—l ,dix>1

xT

rz—1

ar kontinuerlig i punkten x = 1 ty funktionerna f(x) = 3z — 3 och f(x) = *~
ar kontinuerliga i respektive definitionsomrade och

:1:—1_

=0=f(1).

lim
r—1+

Lemma 3.13 L4t f vara kontinuerlig i punkten x = a och f (a) > p. D3 existerar
ett ppet intervall I kring x = a sadant att f (x) > p for alla z € I.

BEVIS Tag e > 0 sadant att f (a) — pu > €, vilket dr ekvivalent med att f (a) — e > p.
Da f &r kontinuerlig i x = a géller att

lim f (z) = f (a)

r—a

som i sin tur betyder att vi kan finna ett 6 > 0 sidant att |f(x) — f(a)] < € da
|z —al <§. Att |f () — [ (a)] < € betyder att f (a) —e < f(z) < f(a) +¢, vilket ger
att p < f(a)—e< f(z)forallaxz el ={x:|x—al<d}. H

Sats 3.14 L3t f : [a,b] — R vara kontinuerlig. D3 antar f alla varden mellan

f(a) och £ (b).

BEVIS Om f(a) = f (b) finns det inget att visa. Antag att f (a) < f (b), det motsatta
fallet kan behandlas analogt. L4t p vara ett godtyckligt tal sddant att f (a) < p < f(b)
Vi vill visa att det finns ett tal x = A sddant att f (\) = p.

Lat oss bilda méngden M = {z € [a,b] : f () < pu} som ej &r tom eftersom a € M (eller
hur?). Vi ska nu visa att A = sup M uppfyller att f (\) = u. Ett sitt att visa detta ar

att visa att f (\) £ p och att f(A) ¥ u.

Antag att f (\) < p. Eftersom f(\) < p < f(b) méste A < b. Enligt foregdende lemma
finns det nu ett Oppet intervall I kring X\ sddant att f () < p for alla z € I, d.v.s. det
finns ett tal 6 > 0 sddant att f () < dd A <z < A+ 0. Alla dessa « ligger allts3 i M,
men detta strider ju mot att A\ = sup M. Vi har fatt en motsigelse till vart antagande

att f(\) < p.
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Antag nu att f (\) > u. Eftersom f(\) > u > f(a) maste A\ > a. Aterigen far vi fran
foregdende lemma att det finns ett tal § > 0 sddant att f(z) > pdd A —06 <z < A
Detta betyder att det inte kan finnas nigot tal i M i intervallet (A — &, A). Detta strider
mot att A = sup M.

Vi har fatt 6nskad likhet f (A) = p. D& p var godtyckligt vald i [a,b] galler att f antar
alla virden mellan f (a) och f (b). U

Ovning 3.1 Visa med hjilp av definitionen for grinsvirde att derivatan av

1. 23 &r 322,

- 1
ar ——;

2.

8=

Ovning 3.2 Visa med hjilp av definitionen for gransvirde att

. 1
lim — = 0.
T—00 I

Ovning 3.3 Bestam konstanterna a,b och c s3 att funktionen f : R — R defini-
erad som
3 -2 ,dir<?2

flz)=<a ,diz =2
br+c ,dix>?2

och dess derivata blir kontinuerliga funktioner.

Ovning 3.4 Visa med hjilp av konjugatregeln att

. o Vl+ax—1 1
hmi = —.
z—0 xT 2
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4 Funktionslara

Vi definierade i foregdende avsnitt vad en funktion dr och dven funktionens defini-
tions- och mélmangd. Det finns ytterligare en mangd som ar intressant i samband
med funktioner, ndmligen funktionens vardemangd. Virdemangden till funktio-
nen f : A — B betecknas V;. Den bestdr av alla de element y = f(z) i
malmangden B som minst ett element x i definitionsmangden avbildas pa. Det
ar helt enkelt de element i B som f3s, om vi later f verka pa alla element i A. Vi
kan dven beteckna virdemangden f(A).

Exempel 4.1 L34t funktionen f : R — R ges av f(x) = 2. Denna funktion
omvandlar varje x € R till ett icke-negativt reellt tal. Vi vet dven att vi kan f3
varje icke-negativt reellt tal genom att kvadrera nagot reellt tal. Vardemangden
blir alltsa alla icke-negativa reella tal, {x € R: x > 0} = [0, 00).

Ibland vill man sdtta samman tva funktioner till en funktion. Detta kan bara goras
om den forsta funktionens vardemangd ligger helt i den andra funktionens defini-
tionsmangd. Enklast uppnér vi detta genom att den forsta funktionens malmangd
sammanfaller med den andra funktionens definitionsmangd.

Definition 4.2 Sammansattningen av tvi funktioner f : A — B ochg: B —
C' ar en funktion (go f): A — C sadan att (go f)(x) = g(f(x)).

Ofta har man ett varde y = f(x) givet av en funktion f : A — B, och vill berdkna
vilket element x som gav detta virde. | b3sta fall kan vi definiera en funktion
g : B — A saddan att sammansittningarna (fog): B — Boch (gof): A— A
bida r identitetsfunktioner, d.v.s. att (f o g)(z) = x och (go f)(z) = z. Med
denna nya funktion kan man berdkna vilket element som matades in i den forsta
funktionen, oavsett vilket varde som matats ut.

Definition 4.3 L3t f : A — B vara en given funktion. En funktion g : B — A,
sadan att (fog) : B — B och (9o f) : A — A bada ar identitetsfunktioner,
kallas invers till f. Vi skriver ofta funktionen g som f~!.

Exempel 4.4 L4t f : R — R ges av f(z) = 2. Vi kan d3 inte definiera nigon
invers, eftersom det finns tva vdrden pa x som ger funktionsvirdet 4, namligen 2
och —2. Om vi definierar g s3 att g(4) = 2 farvi (go f)(—2) = g(4) =2 # -2
och om vi definierar g(4) = —2 far vi (go f)(2) = g(4) = —2 # 2. Det gér alltsa
inte att géra (g o f) till en identitetsfunktion.

Om vi diremot begrdnsar funktionen f till icke-negativa reella tal, d.v.s. vi sitter
Dy = {x € R:x > 0}, sd kan vi definiera g(y) = \/y. D4 far vi (f o g)(y) =

F(VY) = (V)? =y och (go f)(z) = g(2*) = Va2 = |z| = .

Man vill naturligtvis kunna avgéra nar en funktion har invers utan att behova ta
reda pa inversen, vilket kan vara svért. Viss hjadlp har man av féljande tva begrepp.
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Definition 4.5 En funktion vars malmiangd och virdemingd sammanfaller kallas
surjektiv.

Definition 4.6 En funktion f som inte avbildar tvd vdrden pd samma virde,
dv.s. x1 # xy = f(x1) # f(x2), kallas injektiv. Detta ar liktydigt med att

f(xl) = f(ﬂjg) = T1 = I2.
Definition 4.7 En funktion som 4r bade injektiv och surjektiv kallas bijektiv.
Vi kan nu presentera foljande sats.

Sats 4.8 En bijektiv funktion har en invers. Omvant giller att funktioner med
invers ar bijektiva.

BEVIS Vi antar att funktionen f : A — B ar bijektiv. Eftersom den ar surjektiv finns till
varje b € B minst ett a € A sa att f(a) = b. Eftersom f &r injektiv finns till varje b € B
maximalt ett @ € A sd att f(a) = b. Det finns allts3 for varje b € B precis ett a € A s3
att f(a) = b. Definiera g : B — A sa att g(b) blir precis detta varde a.

Det ar nu enkelt att inse att (f o g)(b) = f(a) = b och att go f(a) = g(b) = a, s& bide
(f og) och (go f) &r identitetsfunktioner.

Vi antar nu att funktionen f : A — B harinversen f~! : B — A. Eftersom (fof~1)(b) =
F(f71(b)) = b,Vb € B vet vi att fér varje b € B s& avbildas f~1(b) p3 b. Diarmed &r
vardemangden for f identisk med malmangden och f &r sdledes surjektiv.

Under antagandet att f har en invers visar vi latt injektivitet:
flxr) = f(x2) = f7H(f(21)) = F7H(F(22)) = 21 = 22,
vilket innebar att f &r injektiv. U

Som en foljdsats kan vi konstatera att eftersom inversen till en funktion f har
invers (f ar denna invers) ar dven inversen bijektiv.

Ovning 4.1 Skriv funktionen f : R — R, f(z) =
mansattning av funktionerna g : R — R, dar g(x)
h(z) =z + 2.

(x + 6)* + 2 som en sam-
=22 och h : R — R, dir

Ovning 4.2 Visa att funktionen f : R — R, definierad som f(z) = z* har en
invers.

Ovning 4.3 Visa att sammansattningen av tva bijektiva funktioner f : A — B
1

och g : B — C har invers. Bestam inversen, uttryckt i f=* och g1
Ovning 4.4 En permutation ir en omkastning (eller sortering) av ett andligt
antal element. Ett exempel pd en permutation drm = 4 2 5 6 3 1, vilket ar
en omkastning av ordningen 1 2 3 4 & 6. Detta kan ses som en funktion f :
[6] — [6], dir [n] = {1,2,...n}. Vi tinker oss da att vi pa plats x har talet
f(x). Exempelvis star 4 pa plats 1, s3 f(1) = 4. Visa, med hjilp av sats 4.8 att
permutationer har invers. Bestam inversen till m= 4 2 56 6 3 1.
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5 Exponentialfunktionen

Det har nu blivit dags att betrakta exponentialfunktionen f : R — R som ges av
f(z) = €®. Det tal som stdr nederst (i detta fall e) kallas bas och det tal = som
star Sver kallas exponent. De riknelagar vi kommer att harleda fungerar dven for
funktioner med andra baser, d.v.s. funktioner pa formen f(x) = a® for a # e,
men vi kommer huvudsakligen att halla oss till e*.

For exponenter som ar naturliga tal vet vi vad e* borde betyda. Fér n € N
definierar vi

eV definierar vi till 1 (detta foljer av att vi kan tinka oss €™ som en etta multipli-
cerad med n stycken e). Det ar enkelt att inse féljande réknelagar.

Raknelagar 5.1 For tva naturliga tal a och b galler

Av detta foljer att
3) (1)) = e

Av dessa lagar foljer att det ar naturligt att definiera e for negativa a som ela.

Eftersom —a &r positivt blir detta ett begripligt uttryck.

Vi skulle dock vilja definiera funktionen e* fér godtyckliga reella exponenter. Vi
borjar med att titta pd vad som hdnder om exponenterna ar rationella och gar
darefter over till det reella fallet.

Definition 5.2 Fér positiva heltal ¢ definierar vi e/ till att vara det positiva tal
a sadant att a? = e.

Det ar kanske inte uppenbart att ett sddant tal finns, och inte heller att det bara
finns ett sddant positivt tal.

Sats 5.3 Det finns ett tal a € R s3 att a? = e. Detta tal dr unikt.

BEvis Lat A = {# € R : 27 < e}. Om det finns ett tal a € A s3 att a? = e s
ar vi klara. Betrakta annars b = sup A. Om b? < e vill vi finna n3got tal € > 0 s3 att
(b+¢e)? < e. |safall & inte b supremum till A, eftersom det finns storre tal (b + ¢, till
exempel) som ligger i A.
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Man visar ltt att, om a > b > 0,
a? = b = (a—0b)(a? ' + a2+ a?30? + ...+ 077 < (a — b)gat™
Om vi satter in a = b+ ¢ far vi
(b+e)? =01 < (b+e—b)gb+e)T ! =cqb+e)?t.
Eftersom ¢ kan valjas mindre dn b far vi

(b+¢e)? — b7 < eq(2b)7 .

— min (b e — b1
€ = min 7W ,

b+e)—-bl<e—ble(bte)<e.

Vi valjer nu

vilket ger

Vi har diarmed funnit det tal a vi sokte.

P3 samma s&tt kan man visa att om b? > e s3 finns det ett tal b — e s& att (b—¢)? > e.
D3 kan inte b vara supremum av A, eftersom det inte 4r den minsta dvre begransningen.
Vi inser alltsd att b7 =e.

Att det tal vi funnit ar unikt 3r |13tt att inse, eftersom 0 < a < b = a? < b9. |

Vi kan nu definiera exponentialfunktionen for rationella exponenter.

Definition 5.4 L3t x = p/q vara ett rationellt tal (p,q € N,q > 0). Vi definierar
d3

xT

2
e =e1

— (el/q)p_

Kommentar 5.5 Varje brik kan skrivas pa odndligt manga sitt. Om definitionen
ovan ska vara meningsfull ska alla dessa sitt ge samma resultat. Det dr dock inte
sarskilt svart att visa och lamnas som en 6vning.

Vi kan kontrollera att réknelagarna 5.1 stammer dven for rationella exponenter.
Vi visar detta i forsta fallet, och l[dmnar 6vriga fall som en Gvning. Vi antar har
p,q,7,8 € Z, q och s storre an 0.

cies = e e = (el/asyps(el/asyar — (gl/asypstar — 2T et

@3

Vi har har anvant forsta raknelagen for heltalsexponenter.

Det kan nu vara lampligt att visa att exponentialfunktionen e” : Q — R &r strangt
vaxande och kontinuerlig. Med strangt viaxande menas att x1 < xo medfor att
e*t > e*2. Vi borjar med viaxandet.

Vi vill visa att z > y = e* > eY. Skriv x och y sa att de har gemensam positiv

namnare. Vi far da
P
rT=->
q

=y — p>r.

Q3
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Det ar da enkelt att inse att
P - (el/q)p > (el/Q)r =Y,

eftersom €'/7 > 1 (annars fick vi e = (e'/9)7 < 1% = 1, vilket inte stimmer).
Exponentialfunktionen ar siledes strangt vixande for rationella exponenter.

For att visa att den &r kontinuerlig racker det att visa att om vi varierar exponenten
lite s& dndras inte heller funktionsvardet sarskilt mycket. Om vi kan visa det har
vi uppnatt att for alla e > 0 kan vi vilja d > 0sd att [z —a| < = |e* —e%] < e.
Darmed har vi visat att e ar kontinuerlig i a.

Lat € > 0 vara godtyckligt och antag |z — a| < 4. Vi vill finna hur litet vi maste
gora 0 for att uppfylla |[e* — e?| < e. Vi far da, for z > a

’635 _ ea| — |€a+(:v—a) _ €a| — ‘ea(ex—a _ 1)| < ea(eé _ 1)

(fallet x < a ldmnas som en &vning). Vi maste forvissa oss om att vi kan gora
€a<66 — 1) mindre 4n . Detta uppnas om €% — 1 < £ eller &) < 1+ = . Fran

ea
binomialsatsen inser vi att

m

(1+n)mzz (?)nk > 1+ mm.

k=0

Olikheten fas genom att bara ta med tvd termer i summan (Gvriga termer ar
positiva). Genom att vilja m sd att (1+ 5)™ > 1+m% > eoch § = 1/m far
vi att . -

md __ S \ym § <

e —e<(1+€a) =e <1+e‘1'

Vi har nu funnit ett § > 0 som uppfyller villkoren ovan. Detta gjordes for god-
tyckligt € > 0. Déarav foljer nu kontinuiteten.

For att nu utoka definitionen av f(z) = e till samtliga reella exponenter x
definierar vi

e = sup éY.

y€eQ, y<z
For rationella = ges detta supremum naturligtvis av e® (eftersom y < = = €Y <
e?,y € Q).
Man kan nu visa att riknelagarna aven galler for godtyckliga reella exponenter
enligt definitionen ovan. Aven detta visar vi bara for forsta raknelagen.

Vi vill visa att ee? = e*1Y. Det ir samma sak som att visa

sup €' sup €2 = sup e*.
zn<e 2Ly 23L2+Y

(Vi antar hela tiden att z1, 29 och z3 &r rationella.) Vi kan flytta ihop exponenti-
alfunktionerna pa vianstersidan. Vi far

sup €12 = sup e*.

z21<w, 22KY 23T +y
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Vi kan nu definiera miangderna A = {e* : 23 <z + y} och B = {e7%2 : 21 <
x,2z9 < y}. Likheten kan nu skrivas

sup B = sup A.

Det dr uppenbart att varje element i B dven finns i A, eftersom zq,29 € Q och
21 < T,29 <y medfor z; + 2z € Q och z1 + 2o < z + y. Man kan &ven visa att
givet 23 € Q, 23 < x4y finns 21,29 € Q s att 23 = 21 + 29,21 < x och 20 < y.
Darmed finns varje element i A dven i B, sa A = B, vilket ger

sup B = sup A.

Vi kan nu begrunda egenskaperna for funktionen e” : R — R. Det ar latt att se
att den, liksom i det rationella fallet, &r vixande. For att visa att den &r striangt
vixande gor vi sd har: Lat z,y € R,z < y. D3 finns tva rationella tal a och b
sd att * < a < b < y. Eftersom exponentialfunktionen &r strdngt vixande over
rationella exponenter och vaxande Over reella exponenter far vi

e® <e < el el

Exponentialfunktionen ar alltsd strangt vixande dven Over reella exponenter.

Att exponentialfunktionen &r kontinuerlig inses av kontinuiteten i det rationella
fallet samt av att funktionen &r strangt viaxande. Givet att vi vill ha |[e* —e?| < ¢
kan vi anvidnda samma & som i det rationella fallet och se att det racker att
|z —al < § for att uppfylla kravet.

Vi betraktar nu exponentialfunktionen f : R — (0,00), dar f(x) = e*. Eftersom
den ar stréngt vaxande ar den injektiv. Eftersom den &r kontinuerlig, avtar mot 0
da x avtar mot —oo och vixer mot co dad x vaxer mot oo (se vning 5.4), sd ar
den ocksd surjektiv. Diarmed ar den bijektiv och har en invers. Denna invers ska
vi beskriva i nasta avsnitt.

Ovning 5.1 Visa att, for exponenter i N, riknelag 3 féljer av riknelag 1. Visa
aven att raknelag 2 géller for rationella exponenter.

Ovning 5.2 Visa att definitionen av exponentialfunktionen fér rationella expo-

nenter ar vettig, d.v.s. att for rationell exponent = = p/q = r/s har vi (e!/9)P =
(61/5)7‘

Ledning: Det ricker att visa att
(e ) = (o)

eftersom qs dr ett heltal. Observera att du far bara anvdnda riknereglerna fér
heltalsexponenter och definitionen av /9.

Ovning 5.3 Visa att riknelag 3 géller for rationella exponenter.

24



Ledning: Eftersom
((eq)l/q)q — o4

(detta fas genom att definitionen for e/ generaliseras till andra baser dn e ) inser

vi att
(eq)l/q =e.

Ovning 5.4 Visa att

lim e* = oo
T—00

och att

lim e* =0.
T—r— 00
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6 Logaritmfunktionen och standardgransvarden

Vi vet nu att funktionen f : R — (0,00) sidan att f (z) = e &r bijektiv, vilket
medfor att en invers finns.

Definition 6.1 Inversen till exponentialfunktionen f (z) = e® kallas logaritm-
funktionen och betecknas f~! (y) = Iny.

Logaritmfunktionen &r definierad pa exponentialfunktionens virdemangd, vilket
ar (0,00) och dess virdemangd sammanfaller med exponentialfunktionens defini-
tionsmangd.

Intressant ar hur In verkar pad produkter. Lat x,y > 0, vi har
@) — gy — Iz ny _ natlny,
Eftersom exponentialfunktionen ar injektiv far vi att
In(zy) =Inz +Iny.
Antag att x > 0, a € R och att y = Inz (d.v.s. x = e¥). D3 foljer att

¢ = (e¥)" = e®

vilket ger
Inz* =Ine” =ay =alnzx.

Vi har dven for z,y > 0 att

1
1:lnx—|—ln—:ln£

Y Y

Inz—Iny=Inz+Iny~
Vi sammanfattar ovanstaende riknelagar.

Raknelagar 6.2 Lit x,y > 0 och a € R da giller att

1. In(zy) =Inzx +Iny
2. ln% =Inz —Iny

3 Inz*=alnzx

Sats 6.3 L4t funktionen f : Iy — Iy dar Iy och Iy &r intervall vara bijektiv,
strangt vaxande och kontinuerlig, d3 foljer att inversen f~' : Iy — I, &r strangt
védxande och kontinuerlig.

BEVIS For att visa att f~! &r stringt vixande antar vi att x > y och att z,y € Is.
Vi vill visa att f~1(x) > f~!(y). Antag att f~1(x) < f~1(y). D& f &r stringt vixande
foljer att x = f(f~1(z) < f(f~1(y) = y och vi har en motsigelse. Alltsd ar f~! stringt
vixande.
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Vi visar att f~! ir kontinuerlig i en godtycklig punkt xo € I och dirmed kontinuerlig
for alla @ € I,. Vi observerar att for - € I5 sddan att x < xg dr f~1(x) uppat begrinsad
av f~!(zg) och dessutom vixande. Fran kapitel 3 vet vi att vinstergrinsvirdet

existerar. P3 samma sitt kan vi visa att hogergrinsvirdet existerar i x eftersom f~! &r
avtagande d3 z — x¢+ och nedat begrinsad av f~!(z¢). Vi har att

lim f~'(z) < f7H (o) < lim f' (),

T—xo— T—xo+

Vi utfor ett motsigelsebevis for att visa att har rader likhet. Lat

~1 s+ 13— AtSH(@o) 5 ~1
och antag att A < f~!(zg). L&t B = 2 d.v.s. medelvirdet av A och f~! (o).

Vi inser nu att det e kan finnas ndgot = < xy som avbildas pd B, ty for dessa = galler
att f~1(z) < A < B. Vivet att f~!(x9) > B och att f~!(x) > B fér z > z, eftersom
f~1 ar stringt vixande. Slutsatsen ar att det ej finns n3got = som avbildas p& B. Detta
strider mot att Vy-1 = Dy = I; &r ett intervall, alltsd &r f~! kontinuerlig. O

Féljdsats 6.4 Funktionen =1 : (0,00) — R, f~Y(x) = Inx ar stringt vixande
och kontinuerlig.

BEVIS Tag I; = R och I = (0,00) i foregéende sats. Vi vet fran kapitel 5 vet vi att
x +— e” ar bijektiv, strangt vixande och kontinuerlig. O

Vi ska nu visa nagra viktiga standardgransvarden.

Lemma 6.5
. In(1+1¢)
lim ————=
t—0 t

=1

BEVIs
In(1+¢)

t

Lat oss utfora variabelbytet % = s. Gransvardet t — 0 kommer att sammanfalla med
s — +oo. Vi far da vi vet att logaritmfunktionen &r kontinuerlig att

S S
lim (ln(1+1)>:ln<lim (1+1>)zlne:1.
s—+o0 S s—o0 S

|=

1
:;ln(l—l—t):ln(l—l—t)t

Lemma 6.6



BEVIS L&t oss direkt utféra variabelbytet e! — 1 = s, vilket ger ¢t = In (1 + s)

¢
-1

¢ = i — 1, dd s — 0 (vilket &r detsamma som ¢t — 0).
t In(1+s)

O
Nu kan vi dntligen konstatera att vi valt en bra bas for vir exponentialfunktion.

Sats 6.7
L d
e =e
g d
e (Inz) =—

BEVIS Vi anvinder derivatans definition

d etTh —e® eh—1 eh —1

— €
gz (€)= Jim — ¢ Th Wl h

Aven den andra likheten féljer fran tidigare lemma

In(z+h)—Inz _ln(m) B In(1+2)

X

h h h

[h:t]:“nﬂ“f)ﬂl

x T t x

dat— 0. O

Ovning 6.1 Man kan definiera logaritmfunktioner hérande till andra funktioner
dnx +— e*. Antag att a > 0 och lat oss definiera x — log, x som inversfunktionen
till x — €%, d.v.s.

y=a" < x=log,y.

Visa att log, x = log alog, .

Ovning 6.2 Visa att d3 a > 0 fdljer att

4
dzx

(a®) = a”Ina.

Ovning 6.3 L&s ekvationen

1
logg 2% = =.
0g3 T 3

Ovning 6.4 Visa att

n 1 + 22 >lnx1+lnaz2.
2 2
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7 Taylors formel och alternativ definition av talet ¢

Vi ska bdrja med att visa en nyttig formel vid integration. Lt f och g vara tva
kontinuerliga funktioner definierade pa intervallet [a, b], dér g ar deriverbar och F
en primitiv funktion till f. D3 foljer via produktlagen for derivation att

d

o (F@)g(2)) = f(2)g(x) + F ()¢ ().

Vi integrerar héger- och vénsterled,

b b
[ & rweenar= [ (1@ow+F@d @) a

Efter forenkling far vi
b b b
F@g@h= [ f@g@det [ F@)d @) d
a a
Vi sammanfattar resultatet som kallas partiell integration i ett lemma.

Lemma 7.1 L3t f och g vara kontinuerliga funktioner definierade pa intervallet
[a,b] och g vara deriverbar. D3 féljer att

/abf(l’)g(x) de = [F (x) g ()], —/abF(a?)g’ (z) d.
Exempel 7.2 L3t oss bestimma en primitiv funktion till funktionen f (x).
/ln:cdx = / 1 -Inzxdr =xlnx — /xidm =zlhnhe—-—x+C.
D.vs. F(z) = xzlnx — x + C ar en primitiv funktion till f.

Sats 7.3 Lat f och g vara kontinuerliga funktioner i intervallet [a,b] och g vara
sadan att g > 0 eller g < 0 i intervallet. D3 finns s € (a,b) sddant att

[ rwo@a=r6 [owa

BEVIS Om g(z) =0 for alla x € [a,b] s& kan s viljas godtyckligt (varfor?). Antag nu
att g (x) # 0 fér ndgon punkt i [a,b]. L3t oss studera fallet d& g > 0 (fallet d& g < 0 kan
vi Overfora pa det positiva fallet genom att studera —g). Lat

M = max f(z) ochm= min f(x).
z€[a,b] z€[a,b]

D3 géller att

och



Vi integrerar Gver intervallet [a,b] och far

b

b b
m/ g (z)dx g/ f@x)g(x)de < M/ g (z)dx.
a a a
D3 g inte ar nollfunktionen far vi

b
e B @i
fa g(z)dx

Eftersom f antar alla virden mellan m och M finns ett s € (a, b) sddant att
b b
[ t@g@de=16) [ g(@)de

g

Vi ska nu visa den viktiga Taylors formel, som har stora tillampningar inom funk-
tionslaran. Den talar om hur funktioner uppfor sig lokalt kring ndgon punkt genom
en jamforelse med ett polynom (det s.k. Taylorpolynomet).

Sats 7.4 L4t f vara en funktion som &r definierad pd hela R siadan att de n forsta
derivatorna ar kontinuerliga funktioner. D3 foljer att

n—l r(k) n (o
)= 50O 1),
k=0

k! n!

for nagot o € (0,z). Termen

kallas for resttermen.

BEVIS Vi vet att -
| roa=r@-ro.

Detta kan skrivas om till

f(0)+/0$f’(t)dtf(0)+/zl~f’(t)dt

0

f(x)

FO)+[(t—2) @B — / (e o) £ (@) de

FO)+f - Q“‘Q’f <t>] - [[SEe dt)
0

" x —:E2
f)+f (0)x+f2(0)x2+/0 %f@) () dt

3 z T ()3
(t ;!:v) 7@ (t)] ,/0 %f@) (t) dt.

FO) + £ (0)z+ fHQ(O)x2+
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Om vi fortsdtter pa samma satt far vi

/P00 et [T l=D)"

Vi tillampar nu medelvardessatsen for integraler med

((E _ t)n71

g(t) = = 1) >0,date(0,z).

Vi far for nagot a € (0, z) att

n—1 ¢(k) T n—1
o) = X [ E

— k! (n—1)!
n=l e(k) (n)

_ Z f k!(o)xk + / n!(a)xn.
k=0

O

Lat {ar}, k € N vara en talfoljd. Antag att vi ar intresserade av att berdkna
summan av dessa tal, d.v.s.

S
a0+a1+a2—|—a3+...:2ak.
k=0

Det ar emellertid inte sjdlvklart hur man ska g3 till viga for att utféra denna
addition. Vi definierar

o0 n

g ap = lim E a
— 00

k=0 k=0

Exempel 7.5 L3t oss studera Taylorpolynomet till f (x) = e®. Vi vet att f*) () =
e® for alla k = 1,2,3,... och f*)(0) = 1 for alla k = 1,2,3,... . Vi fir for
a € (0,z) att

1,2 1,3 n

x
ef=14+x+—+—+..+e*—.
2 3! n!
En intressant sak ar att for varje givet x blir resttermen mindre och mindre da vi

6kar n. Vi bildar skillnaden

n_ll‘k n_ll‘k
R T N = P
Colm ) gy =l ( Zk!) Jin B (2)

k=0
xn n n
= lime*— < lim e*— =¢€" lim — =0
n—oo n! T n—ooo nl n—oo 1!

Vi har fitt en alternativ definition av exponentialfunktionen
n k >k
T _ r N
e =Jm > =2 g
k=0 k=0
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Talet e som vi definierade enligt

1 n
e = lim <1 + )
n—oo n

kan alternativt definieras som -
1
e = Z H
k=0

Exempel 7.6 L3t f (x) = cosz. D3 fir vi Taylorutvecklingen

72 74 26 78 f(2n) (a)
S T T L A g
cose = loot gty T gy
n—1 k 2n)
(=1)" o n f( (@) o
- A s L)
22" RS o T

Aven for f (x) = cosx blir resttermen liten for stora n.
‘ |2n

Vi far identiteten .

= (~1
COST = kz ((2]{3' 332k.
=0

P3 samma satt kan vi visa att

R N Gt L
SIHZE—;M[E .

Exponentialfunktionen har ett samband med de trigonometriska funktionerna si-
nus och cosinus. For att kunna visa detta anvander vi oss av komplexa tal. Vi
borjar med att utdka var definitionsmangd for exponentialfunktionen till komplexa
talplanet.

Definition 7.7 L3t 0 vara ett reellt tal. D3 definieras

0 .k
0 _ (i0)
e _Z o

k=0

Vi maste visa att dd i6 € R, sammanfaller denna definition med den ursprungliga.
Detta inses dd i6 € R om och endast om 6 = 0. D& 6 # 0 maste (bor) vi verifiera
att den oandliga summan verkligen konvergerar. Det foljer av liknande rakningar
som for Taylorutvecklingen av e”.

P& gymnasiet har ni troligen undervisats att e = cos@ + isin @ ar en definition
(vilket man ju ocksd kan ha). Men vi har valt att definiera ¢ med hjilp av
Taylorutvecklingen, vilket vi tycker dr mer intuitivt. Sjélvklart borde den typiska
gymnasiedefinitionen vara en foljd av var definition, vilket ocksd stammer.
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Sats 7.8 L&t 0 vara ett reellt tal. D3 foljer att

e = cos +isinf.

BEVIS Vi anvinder definitionen av e??, Taylorutvecklingarna av cos # och sin # samt att
iktam — ik f5r alla heltal k och m

i s (26‘) s Zkek e <Z2k92k Z2If—',-1€2k+1>
o=y -
’ k=0

@Rl k1)

B e (71)k Q;k ‘(71)k792k+1
= 2 PO (2k+1)!>

k=0

S (=DF o (CDY e
= E 0 +z§ 9>k+

£ (2k)! 2k +1)!

Detta var allt vi ville formedla.

Ovning 7.1 Visa att Taylorutvecklingen av f(x) = sinx ar

i 22k+1 L xj . xj -
‘ T
prt 2k+ 2k +1)! 31 5!
Ovning 7.2 Visa att di z € (—1,1) foljer att
2 0 k
_ x k+1f’3
1n(1+$)—x—?+—— ; .

Ovning 7.3 Visa att cos(z + y) = cosxz cosy — sinxsiny med hjalp av formeln

e? = cos +isinf.

Ovning 7.4 Visa Eulers formler, d.v.s. att

1. , ,
el$ + e*’tx
cosr = ————
2
2. , ,
' el _ pmiT
sinx = -
21
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