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Grupper.

Losning 1.1. Vi véljer att studera varje element i G U H for sig sjialvt. De mdjliga
fallen dr: a € G\ H,a € H\ G,ocha € GN H.

(a) Antag att a« € G\ H. Vi far ett bidrag till termen |G| med 1, ddremot inget
bidrag till |H|. I hogerledet far vi endast bidrag med 1 till termen GU H. Detta
visar att for varje element i G\ H 6kar hoger- och vénsterled med 1.

(b) Fallet a € H \ G foljer analogt med ovanstaende fall.

(¢) Antag att a € GNH. Eftersom a € G och a € H far vi ett bidrag till viinsterledet
med 2. Detsamma géller fér hogerledet.

Vi har visat likheten.

Losning 1.3. Genom att multiplicera med inverser pa 6mse sidor om likhetstecknet
far vi

2% (xx3) = 7
rx3 = 27«7
r = (271 x7)x37L

Ur definitionen a*b=a+b+abserviatt 0 =e=a*a ' =a+a ' +aa"! ger

a~1 = =% Dérmed far vi
a+1

Losning 1.5. Vi vill visa att (H N K, *) &r en grupp.

(a) Vi visar att H N K &r sluten under operationen *. Lat a,b € H N K. Eftersom
a,b € H finns a xb € H och eftersom a,b € K finns a xb € K. Detta visar att
axbe HNK och att H N K &r sluten under operationen .

(b) Identiteten e € G finns bade i H och K, ddrmed &ven i H N K.

(c) Lait a € HN K. Detta ger att a=* € Hocha ! € K,dvs. a"!€e HNK.

Enligt sats 1.12 har vi att H N K &r en delgrupp av G.

Kvotgrupper.

Losning 2.1. Vi anvénder direkt definitionen, d.v.s. vi visar att ~ &r reflexiv, sym-
metrisk och transitiv.

(a) (Reflexivitet) Viser att a ~a ty a™ ' xa=e € H.

(b) (Symmetri) Antag att a ~ b. Vi vill visa att b ~ a, d.v.s. b1 xa € H. Vi vet
fran antagandet att a=' xb € H. Inversen till a= ! *b dr b' xaoch b='xa € H
eftersom H &r en grupp.

(c) (Transitivitet) Antag att a ~ boch b ~ c. Vivill visa att a ~ ¢, d.v.s. a " 1xc € H.
Vi vet fran antagandet att a=! * b € H och att b~ x ¢ € H. Eftersom H ir en
grupp dra txc=(a"txb)*x (b"1xc) € H.

Detta visar att ~ ar en ekvivalensrelation.
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Losning 2.3.  (a) Vi visar att Z, &r en sluten méngd under operationen +,. Lat
T,y € Zg. Om x +y < a foljer att z +y € Z,. Om =z +y > a foljer att
T+oy =2 +y—avilket ger att 0 < £+ y — a < a — 2. Den senare olikheten
foljer avatt z+y—a < (a—1)+(a—1)—a=a—2.Tallafall har viz+,y € Z,.

(b) Antag att ,y,2 € Z,. Om x+y+z € Z, foljer att (x+,y) +a2 = z+4 (Y +a 2).
Fallen om z 4+ y + 2z — a eller z 4+ y + z — 2a ligger i Z, foljer analogt.

(¢) Identiteten ér 0.

(d) Inversen till x € Z, ér a — x.

Vi ar klara; (Z,,+,) &r en grupp.

Losning 2.5. Det star klart att varje x svarar mot nagra virden pa ¢ och d. Antalet
sitt att vélja ¢ och d ar ab och det finns ab tal x i intervallet 0 < z < ab — 1. Detta
visar att det finns lika manga x som det finns par av ¢ och d. Om vi visar att det finns
maximalt ett x for varje par av virden pa c och d sa foljer det att det finns exakt ett
x for varje par av viarden pa c och d.

Antag nu att det finns tva tal 1 och zo sa att 0 < 1 < ab—1,0 <z < ab—1,
21 = 29 = ¢ (mod a) och 1 = z9 = d (mod b). Av detta foljer att a delar z1 —x2 och
b delar x1 — xo. Detta innebér att x1 — x5 innehéaller alla primtalsfaktorer i a och alla
i b och eftersom de var relativt prima sa har de inga gemensamma sadana faktorer.
Alltsa maste 1 — xo innehalla alla primtalsfaktorer i ab, sa ab delar x1 — xo. Alltsa
maste skillnaden mellan z; och x5 antingen vara noll eller storre dn ab — 1. Eftersom
vi antagit att bade x; och xs ligger mellan noll och ab — 1 foljer att x1 = x».

Dérmed ser vi att det finns maximalt ett tal  som uppfyller alla kriterier. Av vart
inledande resonemang foljer att det finns exakt ett tal = som uppfyller kriterierna.

Homomorfier och isomorfier av grupper.

Losning 3.1. Vi ska visa att ¢ ar bijektiv, d.v.s. att ¢ &r surjektiv och injektiv. For
att visa surjektivitet ska vi visa att det for varje y € Q finns ett x € Q sa att ¢(z) = y.
For varjey € Q har viatt x = 17y € Q och ¢(x) = ¢(17y) = % = y. Detta visar att ¢
ar surjektiv. For att visa injektivitet ska vi visa att tva olika element i Q alltid avbildas
pa olika element i Q. Lat 1,22 € Q,x1 # x2. Da har vi ¢(x1) = 7% # 2 = é(x2),
alltsa ar ¢ injektiv. Detta visar att ¢ &ar bijektiv.

Loésning 3.3. Lagranges sats sédger att antalet element i en delgrupp H av en grupp
G maste dela antalet element i G. Eftersom det finns 7 element i G och 7 ar ett primtal
ar de enda mojligheterna att en delgrupp har 1 eller 7 element. Alla delgrupper maste
innehalla e, alltsa &r delgrupperna e, och G.

Losning 3.5. Lat n,m € Z. Da har vi ¢(n+m) = n+m = ¢(n) + ¢(m). Detta visar
att ¢ dr en homomorfi.

Lésning 3.7. Lat g1,92 € G. Da har vi ¢(g192) = (9192)"' = (g2) " (g1)"! =

?(g2)¢(g1). Men ¢(g2)p(g1) # d(g1)d(g2) (i allménhet) eftersom G inte &r abelsk.
Detta visar att ¢ inte &r en homomorfi.
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Symmetriska gruppen.

Losning 4.1. Viborjar med att skriva 7 pa cykelform. Vi tar ett godtyckligt element,
1, och ser att det avbildas pa 4. Detta avbildas i sin tur pa 3, som avbildas pa 7 som
avbildas pa 1. Forsta cykeln ér alltsa (1 4 3 7). Vi kan sedan se att 2 avbildas pa sig
sjilv, sa det bildar en egen cykel. Detsamma géller 5. Slutligen ser vi att 6 avbildas
pa 8 och vice versa. Darmed har vi m = (14 3 7)(2)(5)(6 8) = (14 3 7)(6 8).

Att skriva o pa enradsnotation dr inte sa svart. Vi ser att 1 avbildas pa 4 (fran andra
cykeln), att 2 avbildas pa 1 (ocksd fran andra cykeln), att 3 avbildas pa 5 (forsta
cykeln), och sa vidare. Observera att de ej utskrivna elementen 6 och 8 avbildas pa
sig sjdlva. Vi far slutligen c =4 15276 3 8.

Det dr en smaksak om man vill berdkna produkterna i cykelnotation eller enradsno-
tation. Ska vi berikna o ser vi att o(7(1)) = 0(4) = 2, att o(7w(2)) = 0(2) = 1 och
sa vidare. Vi far till slut o7 =213 57846 = (1 2)(4 5 7)(6 8). Pa samma sétt ser
viatt 7o =34521876=(135)(24)(68).

Potenser av samma permutation rdknar man enklast i cykelnotation. Man mérker
snart att pa samma sitt som o = o' hoppar 1 steg fram i varje cykel, sa hoppar o*
k steg fram i varje cykel. Fér o = (3 5 7)(4 2 1) innebér tva steg fram fran 1 att vi
landar pa 2, tva steg fram fran 2 att vi landar pa 4, tva steg fram fran 3 att vi landar
pa 7, 0.s.v.. Vi far 02 = (3 7 5)(4 1 2). Hoppar vi istéllet tre steg fram i cykler av
lingd tre, sa kommer vi tillbaka till det element vi hoppade fran. Det innebér i detta
fall att 1 avbildas pa 1, att 2 avbildas pa 2 och s vidare. Vi har alltsa att o3 = e.

Losning 4.3. Om vi later 7(i) vara den plats som ¢ skrivs pa, sa svarar stillningen
mot permutationen

(1914413812 11)(2)(3 7 5)(6 O 10 15).

Avstandsfunktionen d(7) = 16 — 4 = 12, sa detta ér en jimn permutation. Men den
tomma rutan har flyttats tre steg fran sin startplats, sa for att komma dit har den
sammanlagt flyttats ett udda antal steg. Stéllningen gar alltsa inte att uppna.

Losning 4.5. Vi betraktar permutationen (aj ag ... ag). Vi vill skriva den som en
produkt av k — 1 transpositioner. I exemplet har detta gjorts genom att elementet a;
skrivs i transposition 7 — 1 och transposition ¢ fran vénster riknat, utom a; och as
som skrivs enbart i forsta respektive sista transpositionen. Vi gor detta &dven héar och
far

(CL1 CLQ)(OQ ag)(ag a4) e (ak_l ak).

Vi maste visa att denna nya permutation, som helt klart &r en produkt av k— 1 trans-
positioner, &r samma som den tidigare permutationen. Vi raknar nu transpositionerna
fran hoger, eftersom det &r i den ordningen som de verkar. Vi ser att a; avbildas pa
ag, eftersom a; inte paverkas forréin i sista transpositionen. Vi ser dven att ay avbildas
pa ag eftersom as inte paverkas forrén i nést sista transpositionen och sedan paverkas
inte a3 nagot. Pa samma sétt ser vi att alla element aq,as,... ,a;x_1 bara avbildas en
gang, och da till efterféljande. Slutligen har vi aj som kommer att avbildas i samtliga
transpositioner pa nirmast foregaende element. Efter & — 1 transpositioner har det
landat pa aq, vilket var vad vi ville. Alltsa &r permutationerna lika och vi har skrivit
(a1 az ... ag) som en produkt av k — 1 transpositioner.

Losning 4.7. Den tomma rutan kan alltid flyttas fritt pa spelplanen i de riktningar
som inte begrinsas av kanter, sa om planen dr sammanhéngande kan den flyttas helt
fritt. Den paverkar da de brickor som ligger ldngs den stig den vandrar.
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Vill vi flytta en bricka ska vi placera den tomma rutan pa den sida om brickan som
vi vill flytta brickan at, och sedan byta plats pa brickan och den tomma rutan. Vill vi
sedan fortséitta att flytta brickan i samma riktning maste vi forst flytta den tomma
rutan runt brickan. Detta &r mojligt oavsett var pa spelplanen brickan befinner sig.

Forflyttning av en bricka paverkar alltsa inte bara brickorna ldngs den stig vi flyttar
brickor, utan ocksa de brickor som ligger precis bredvid stigen, atminstone pa ena
sidan. Férutom dessa paverkas inga brickor.

Ringar och kroppar.
Losning 5.1. 3-4=12=5 (mod 7). Detta visar att 3-4 =51 (Zr,+, ).

Losning 5.3. Vi kan t.ex. ta (Zg,+,-). Da har vi att 2,3 € Zg och 2:-3 =6 =0
(mod 6), d.v.s. 2-3=01 (Zg, +, ).

Losning 5.5. Lat a € R vara en enhet och antag att inversen a~! till @ ej #r unik.
Det innebér att det finns ett annat element b € R sa att b-a =1 =a-b. Men da far
vib=b-1=b-(a-a )= (b-a)-a~t=1-a"! =a 1. Alltsd &r o~ ! unik.

Fermats lilla sats.
Loésning 6.1. Vi har att

928 = ()M =81 = (-3)" =31 =(3%*.9

=271.9=(-1)"-9=9 (mod 28).
Eftersom vi fick 928 = 9 (mod 28) vet vi inte om 28 &r ett primtal. Vi fortsitter med
nésta berdkning.
10%® = (101 = 100™ = (16)™ = (16%)7 = (256)" = 47

=(4%)?.4=64>-4=8%.4=256=4 (mod 28).
Eftersom vi hiir fick 102® # 10 (mod 28) inser vi att 28 inte kan vara ett primtal. I s&
fall hade Fermats sats varit falsk.

Berakningarna ovan kan ocksa genomféras med den metod med upprepad kvadrering
som gas igenom i kapitlet om RSA.

Loésning 6.3. Vi har att

4 4 4 4 4
(a+8)" = (o) @ (1) b (2> b (3) b (4) v
41

! ! ! 4! !
a*+ —aPb+ —a?b® + —ab® + —b*

= 40! 30! 2191 113! 014!
20, 20, 24 L, 24, 24,

- = b+ a2 a3+
24a+6a +2.2a —|—6a +24

= a* 4+ 4a%b + 6a%b? + 4ab® + b*.

Pa samma satt far vi att
(2a + 3b)° = @ (2)3(30)° + G’) (2a)2(3b)" + @) (2a)"(3b)? + @ (20)°(3b)°

3 00y 1+ 3 (20)2(30) + — (20)(36)2 + — (3b)°

~ 310! ! 112! 03!
6 3 6 2 6 2 6 3

=2 2 4a23b + ~2a9b% 4+ ~27b
68a+2a3+2a9 +67

= 8a> + 36a2b + 54ab® + 27b>.
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Losning 6.5. Vi viljer a = b =1 och far

En: (Z) = zn: (Z) 1k = (14 1) = 2m,

k=0 k=0

Losning 6.7. Elementen i U(Z,,) bildar en multiplikativ grupp, sa vi ser som i det
andra beviset av Fermats lilla sats att om vi later v vara produkten av alla element i
U(Z,,) far vi

UZm)ly  (mod m).

uU=a
Om vi multiplicerar med a och inversen till u, sa far vi

alV@m)l+1 = ¢ (mod m).

RSA-kryptering.
Lésning 7.1. Meddelandet 6 krypteras genom att beriikna 67 (mod 35). Vi far
6"=(6%)°%-6=36>-6=1°-6=6 (mod 35).
For att kryptera 17 berdknar vi
177 =(17)3%.17=289%-17=9%.17=81-153=11-13=143=3 (mod 35).
Vi ser da direkt att om vi dekrypterar 3 sa ska vi fa 17.

Losning 7.3. Om n = 187 kan vi snabbt berdkna att p = 11 och ¢ = 17 (eller
tvirtom). Vi far ddrmed m = 160. Euklides algoritm ger nu d:
160 = 6-23 + 22
23=1-22+1
Vi far
1=23-22=23— (160 —6-23) =7-23 — 160.
Vi kan viljad = 7.

Nu aterstar bara att beriikna 27 (mod 187). Vi far 27 = 128 (mod 187). Det skickade
meddelandet &r alltsa 128.

Losning 7.5. Vi antar att sgd(b,q) = d > 1. Da fas att a = pb+ q = pb/d + ¢'d =
(pt + ¢')d, sa d delar a. Men eftersom vi redan visste att d delar b sa foljer att
sgd(a,b) > d. Vi har fatt en motségelse. Det enda antagandet som kan vara fel dr att
sgd(b,q) = d > 1, sa vi maste ha sgd(b, q) = 1.

Losning 7.7. Om man kéinner till p kan ¢ = n/p lidtt beriiknas, och vice versa. Med
hjilp av dessa berdknar man l&tt m = (p — 1)(¢ — 1) och sedan d med Euklides
algoritm.

Om man kéinner m kan man utnyttja att n—m = pg—(p—1)(¢—1) = p+¢—1 samt att
(x—p)(x—q) = 2®>— (p+q)z+pq. Vi far alltsd att (z—p)(z—q) = 22— (n—m+1)z+n
och genom att finna lésningarna till 22 — (n —m+ 1)z +n = 0 finner vi p och ¢. Sedan
berdknas d enkelt.

Om man kénner d kan man utnyttja att ed — 1 &r en multipel av m. Detta innebér
att p—1 och ¢ — 1 &r delare till ed — 1. Vi kan samla alla delare till ed — 1, addera ett
till var och en av dem och testa att dela n med dem. I allménhet har inte ed — 1 sa
manga delare att det tar sirskilt lang tid att gora.



