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Nagra ord pa vagen

Detta kompendium &r skapat for att anvandas som litteratur till KTHS MATE-
MATISKA CIRKEL under lasdret 2002-2003. Kompendiet bestdr av sju avsnitt,
som svarar mot de sju traffar vi planerat, samt ett inledande avsnitt. Kompendiet
ar inte tankt att ldsas pa egen hand, utan ska ses som ett skriftligt komplement
till undervisningen pa de sju traffarna.

Som den mesta matematik pa hogre niva ar kompendiet kompakt skrivet. Detta
innebar att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok. Istillet bér man
prova nya satser och definitioner genom att pd egen hand exemplifiera. Darmed
uppndr man oftast en mycket battre forstaelse av vad dessa satser och deras bevis
gar ut pa.

Ovningsuppgifterna ar fordelade i tvd kategorier. De med udda nummer har facit,
och syftet med dessa ar att eleverna ska kunna rdkna dem och p3 egen hand
kontrollera att de forstatt materialet. De med jamna nummer saknar facit och
kan anviandas som examination. Det rekommenderas dock att man forsoker [6sa
dven dessa uppgifter dven om man inte examineras pa dem. Om man kor fast kan
man alltid frdga en kompis, en larare pa sin skola eller ndgon av oss.

Vi bor ocksd ndmna att fa av uppgifterna ar helt enkla. Kika darfor inte i facit
efter ndgra f4 minuter (om du inte 16st uppgiften), utan prata forst med kompisar
eller forsok litet till. Alla uppgifter ska ga att 16sa med hjilp av informationen i
detta kompendium.

Vi tackar professorerna Dan Laksov och Carel Faber for deras givande kommen-
tarer om denna skrift.

Forfattarna, september 2002



0 Bra att veta

0.1 Mangder

En mangd innehaller ting, utan repetition och ordning. Tingen kallar vi for ele-
ment. Den tomma mingden () &r den mangd som inte inneh3ller ndgonting.

Mangder kan presenteras genom att elementen skrivs mellan ett par krullparenteser
{}. Om ett element a tillhér en mangd G anvander vi notationen a € G.

Exempel 0.1 Den tomma méngden () = {}.

Exempel 0.2 Att en mangd inte tar hansyn till repetition eller ordning innebar
att {1,2,3} ={1,2,2,1,3,3,2,1}.

Exempel 0.3 Vanliga mangder dr de naturliga talen N = {0,1,2,3,...} och
heltalen Z = {... ,-3,-2,—-1,0,1,2,3,... }.

Ett alternativt satt att presentera mangder dr att innanfor krullparanteser skriva
ett uttryck foljt av ett kolon, darefter restriktioner for uttrycket.

Exempel 0.4 En mangd kan ofta skrivas pa flera sitt. Vi kan dven skriva 7. som
{£n:n € N}.

Exempel 0.5 Derationella talen eller braken betecknas fran engelskans quo-
tient som Q= {%:a€Z,beN,b#0}.

Det ar vanligt att lata ett litet plus markera att man avser endast de positiva
elementen i en mangd av tal.

Exempel 0.6 Z, ={n€Z:n>0} ochQy ={qeQ:q>0}

Lat A och B vara tvad mangder. Unionen AUB = {a : a € A eller a € B} 4r den
mangd som bestar av alla a sddana att a tillhor minst en av mangderna A och B.
Snittet AN B ={a:a € A,a € B} 4r mangden av alla gemensamma element
i A och B. Differensen mellan A och B skrivs som A\ B={a:a € A,a ¢ B}
(eller som A — B).

Vi anvander notationen |A| for att ange antalet element i A.

Exempel 0.7 Vi kan skriva heltalen som Z = {a:a € N} U{—a:a € N}. Vi
inser att 7. innehdller ett odndligt antal element, d.v.s. |Z| = co.

Exempel 0.8 L5t G = {1,3,4,7,9} och H = {1,2,3,7,8,11}. Vi har GU H =
{1,2,3,4,7,8,9,11}, GNH = {1,3,7}, G\ H = {4,9}, H\ G = {2,811},
|G| =5, |[H| =6, |GUH| = 8 och |GN H| = 3. Observera att |G| + |H| =
|GUH| 4+ |GN H|. Kan du visa detta i det allmdnna fallet? Se 6vning 1.1.



Mangden B sigs vara en delm#ngd av A om varje element i B dven ar ett
element i A. Vi brukar notationen B C A.

Exempel 0.9 Féljande mangdinklusioner galler: N C 7, C Q.

Vi kan bilda den kartesiska produkten A x B = {(a,b) : a € A,b € B}. Paret
(a,b) &r ordnat, d.v.s. (a,b) behdver inte vara samma element som (b,a). Ett
vanligt exempel pa en kartesisk produkt ar talplanet Z x Z dar punkter kan vara
tex. (2,5) eller (—2,3).

0.2 Avbildningar

Det mesta inom matematiken handlar om avbildningar av olika slag. Den formella
definitionen &r foljande:

Definition 0.10 L3t A och B vara tvd mangder. En avbildning ¢ : A — B,
ar ndgot som till varje element a € A tilldelar exakt ett element b € B. Vi skriver
di ¢(a) =beller ¢ : a —b.

Exempel 0.11 L5t A ={1,2,3} och B = {4,5} vara tvd mangder. En funktion
f: A — B definierad genom f(1) =4, f(2) = f(3) = 5 &r en avbildning.

Exempel 0.12 En funktion f : Q — Q, t.ex. f(x) = 2, &r en avbildning.

Exempel 0.13 En funktion f : Z — Z, t.ex. f(z) =z + 1, &r en avbildning.

0.3 Induktion

Induktion handlar om att visa pastdenden som sags gilla for vissa mangder, t.ex.
mangden av alla heltal. Vi vill kanske visa att den aritmetiska summan 1+ 2 +
3+...+n blir W'Tl)n for alla positiva heltal n. Vi kan naturligtvis visa detta for
nagra n genom att sitta in vdrden och rikna, men detta ricker inte for att visa
det for alla n. Vi ska nu titta pa hur man kan anvanda induktion fér att visa

sddana pastaenden.

Idén ar att vi ska kunna visa att om pdastaendet giller for n = p, sa géller det
dven for n = p+ 1. Om vi dessutom lyckas visa att det giller for n = 1, sa géller
det darmed dven for n = 2, n = 3, n = 4, och sa vidare. Det racker alltsa att visa
basfallet (n = 1) och induktionssteget (att pastdendet ar sant for n = p alltid
medfér att pastdendet dr sant fér n = p+1). Vi ger problemet ovan som exempel.

Exempel 0.14 Vi bérjar med basfallet. Om vi sdtter n = 1 innehdller summan

bara en term, 1. Det andra uttrycket blir (ntln _ % = 1. Eftersom uttrycken

2
ar lika fér n = 1 har vi klarat av basfallet.



Nu till induktionssteget. Vi mdste visa att om pdastdendet giller for n = p, sa
galler det dven fér n = p+ 1. Vi ldtsas darfér (vi gor antagandet) att

(p+1p

1+24+34+... +p= 5

och kollar om vi med hjélp av detta kan visa att

(P+2)p+1)

1+243+...+p+(p+1)= 5

Det visar sig inte vara sarskilt svart. Med hjilp av vart antagande far vi

14243+...+p+(p+1)=1+2+3+...+p)+(p+1)

_ (pzl)er(erl):p(p+1);2(p+1) _ (p+1)2(p+2)'

Déarmed har vi visat induktionssteget.

Satter vi samman basfall och induktionssteg ser vi nu att

(n+1)n

14+243+...+n= 5

fér samtliga positiva heltal n.

Induktion pdminner om att vilta oandligt l1anga rader med dominobrickor. For
att gora detta kravs tva saker. Det ena ar att brickorna star tillrackligt tatt, det
vill sdga att om bricka p vélter, s vilter dven bricka p + 1. Detta svarar mot
induktionssteget. Det andra som kravs ar att ndgon valter den forsta brickan.
Detta svarar naturligtvis mot basfallet.

0.4 Delbarhet och aritmetikens fundamentalsats
Denna sats ar, som namnet antyder, valdigt viktig inom aritmetiken (rdknandet

med heltal). For de flesta 4r den dock sa vilbekant, att den ibland gléms bort. Vi
borjar med tva definitioner.

Definition 0.15 Heltalet k ar en delare till heltalet m om det finns ett heltal n
sa att m = k- n. Vi skriver di att n = % och k|m ('k delar m”).

Definition 0.16 Ett primtal p ir ett heltal stérre 4n 1, vars enda positiva delare
ar1 och p.

Vi ar nu redo att formulera aritmetikens fundamentalsats.

Sats 0.17 Varje heltal kan faktoriseras i primtal pad ett unikt sitt, bortsett fran
ordningen pa primtalen.



Exempel 0.18 Betrakta talet 48. Om vi vill skriva det som en produkt av primtal
s3 blir dessa primtal alltid fyra tvior och en trea, d.v.s. 48 = 23 - 3. Nigot annat
satt att bilda 48 finns inte.

Definition 0.19 Om ett tal ¢ delar bdda a och b sdger vi att ¢ 4r en gemensam
delare till a och b. Den storsta gemensamma delaren till a och b betecknas
sgd(a,b). Exempelvis dr sgd(6,9) = 3 och sgd(48,64) = 16. Om sgd(a,b) =1
sdger vi att a och b ar relativt prima.

0.5 Binira tal

Nar vi skriver vanliga tal, t.ex. 135, s& menar vi egentligen att vi adderar ett antal
tiopotenser. Vi har 135 = 1-100+3-10+5-1 =1-10>+3- 10" + 5 - 10°.
Talet 10 fungerar dd som bas. Naturligtvis behdver man inte anvianda 10 som
bas. Det gar lika bra med exempelvis 2. Eftersom vi vanligtvis som koefficienter
innan potenserna anvander alla tal som dr mindre dn 10 ska vi i detta fall anvanda
alla tal som &r mindre dn 2, d.v.s. 1 och 0. Om vi anvander notationen (n), for
att ange att talet n stér i basen a, s far vi exempelvis att (19)19 = (10011),,
eftersom 19=16+2+1=1-2440-240-22+1-2! +1.20.



1  Grupper

1.1 Operationer

En binir operation x pa en mingd G ar en avbildning som till varje ordnat
par (a,b) € G x G associerar ett element x (a,b) eller mer vanligt a xb i G.
Eftersom det ar ett ordnat par behover a x b inte vara samma element som b * a.

Lat H vara en delmiangd av G. Mangden H kallas sluten under x om axb € H
for alla a,b € H. Vi anvander notationen * : G X G — G som s&ger att * ar en
avbildning som tar ett par (a,b) dir a,b € G och ger ett nytt element i G.

Vi ger ndgra exempel pa avbildningar.
Exempel 1.1 L4t f : Z — N sidan att f (a) = a®.

Exempel 1.2 Litg:7Z x Q — Q sidan att g (a,b) = ab+a. Observera att (a, b)
ar ett ordnat par dira € 7Z och b € Q.

Foregdende exempel pd avbildningar ar ej bindra operationer. Har foljer nagra
exempel pd bindra operationer.

Exempel 1.3 L3t +: Q x Q — Q sddan att + (a,b) = a +b. Det fungerar dven
med 7 istallet for Q.

Exempel 1.4 L3t - : Q x Q — Q sidan att - (a,b) = a - b. Aven hir kan Q
ersdttas med 7.

1.2 Grupper

Definition 1.5 En méingd G tillsammans med en binir operation x : G x G — G
kallas en grupp och betecknas (G, *) om

(a) for alla a,b,c € G géller att (a *b) * c = a x (b*c) (associativa lagen),

(b) det existerar ett element e € G sidant att for alla a € G galler att e x a =
axe=a,

(c) det for alla a € G existerar ett element a=' € G sidant att a x a™! =

a_l*a:e.

Kommentar 1.6 Elementet e i definitionen &r entydigt, d.v.s. det finns endast
ett element som uppfyller (b). Antag att det finns tvd element ey, ea som uppfyller
(b). D3 foéljer att e = e1 x e = eq, vilket visar att ey och es 4r samma element.
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Kommentar 1.7 Fér varje a € G ar a—' entydigt bestimd. Vi anvinder ett

motsagelsebevis. Antag att a~! ej ar entydigt bestimd. D3 finns det minst tvd
element till a som vi kallar a7' och ay' som uppfyller (c) och &r sidana att
al_l #* az_l. Vi har att al_l = al_l xe = al_l * (a*az_l) = (al_l*a) *a2_1 =
exay =ay'. Detta visar att a~' ar entydigt bestimd.

Elementet e kallas identitet och a1 kallas inversen till a.

Vi ger ndgra triviala exempel pd grupper och nagra exempel pad kandidater till
grupper som fallerar pad en eller flera punkter.

Exempel 1.8 Paret (Z,+) ar en grupp ty Z ar sluten under operationen + och

(a) for alla a,b,c € Z géller att (a+b)+c=a+ (b+¢),
(b) identiteten e = 0 eftersom fér alla a € Z géller att a +0 =0+ a = a,

(c) fér alla a € Z galler att inversen dr —a eftersom a + (—a) = (—a) +a = 0.
Exempel 1.9 Samma argument som | exempel 1.8 visar att (Q,+) ar en grupp.

Exempel 1.10 Paret (Q,-) dr ej en grupp da talet 0 saknar invers. Om vi utesluter
0 fran Q och bildar mangden Q* = Q \ {0} blir (Q*,-) en grupp. Identiteten ar
e =1 och inversen till ; € Q* ar g

Exempel 1.11 Vi ser att (Z,-) ej ar en grupp ty alla tal utom 1 och —1 saknar

invers. Vi har t.ex. att det ej finns nagon invers till 2 € Z, ty 2n = 1 saknar
heltalsldsningar.

Definition 1.12 Antalet element i en grupp G brukar kallas ordningen av G
och betecknas o(G) = |G]|.

En grupp (G, %) kallas dndlig om o(G) = |G| < oo och abelsk om kommutativa
lagen galler, d.v.s. om axb = bxa for alla a,b € G. Grupperna (Z,+) och (Q,+)
ar abelska, eftersom a +b=0b+ a for alla a,b € Q.

1.3 Delgrupper

Definition 1.13 L34t (G, x) vara en grupp. Paret (H,x) kallas en delgrupp av
(G,*) om H C G och (H,x) ar en grupp.

D3 det inte rdder n3gon tvekan om vad gruppoperationen ar uttrycker vi oss lite
slarvigt och sager att H ar en delgrupp av G om (H, %) &r en delgrupp av (G, *).

Exempel 1.14 (7Z,+) ar en delgrupp av (Q,+) ty Z C Q.
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Sats 1.15 Lat (G, ) vara en grupp. Vi har att H ir en delgrupp av G om och
endast om

(a) H C G,
(b) H &r sluten under operationen x,
(c) identiteten e € H,

d) a € H medfér att a= ' € H.
(d)

BEvVIS: L3t H vara en delgrupp av G. D& H ar en grupp foljer pastdendena direkt.
Omvint, antag att H C G ar sluten under operationen x*, identiteten e € H och att varje
element a € H har en invers a~! € H. Vi m3ste visa att associativa lagen giller. L3t
a,b,c € H. D3 foljer att a,b,c € G och dirmed att (a *b) * ¢ = a * (b*c) eftersom G
ar en grupp. O

1.4 Ekvationslésning

Lat oss studera hur vi l6ser ut = ur en ekvation av typen a +x = b, déir a,b € Z.
Vi vet att (Z,+) &ar en grupp, darfor finns det en invers (—a) till a. Vi adderar
den till héger- och vansterled och fir (—a) + (a + z) = (—a) + b. Vi anvander
associativa lagen och egenskaper for inverser och far (a + (—a)) +z = (—a) +b
eller v = (—a) +b. Vi loser ekvationer av typen a -z = b, dir a,b € Q* pa precis
samma satt. Vi kan I6sa denna ekvation i varje grupp. Lat (G, ) vara en grupp
och a,b € G. Vi |oser ekvationen a * x = b enligt foljande

axx = b,
alx(axz) = alxb,
((f1 * a) xx = a 'xb,

exx = a 'xb,

r = a lxb.

Harligt! Vad kul det 4r med grupper.

1.5 Ovningar

Ovning 1.1 L3t G och H vara tvi andliga mangder. Visa att relationen |G| +
|H| = |GUH|+ |Gn H| giller.

Ovning 1.2 L5t G = Q\ {—1}. Definiera * p3 G genom x (a,b) = a + b + ab.
Visa att (G, *) definierar en grupp.

Ovning 1.3 L3t G vara som i évning 1.2. Bestim Iésningen till ekvationen 2 x
(xx3)=TIiG.
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Ovning 1.4 L5t (H, ) vara en grupp. Visa att H, = {b€ H : bxa = a b} ar
en delgrupp av H.

Ovning 1.5 L35t (G, ) vara en grupp och lat H och K vara delgrupper till G.
Visa att H N K ar en delgrupp av G.

Ovning 1.6 L3t G vara en grupp sidan att g°> = e for alla element g i G. Visa
att G ar abelsk.
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2 Kvotgrupper

2.1 Ekvivalensrelationer

Definition 2.1 L3t G vara en midngd. En relation ~ pa G, dr en delmangd X
av G x G. Vi sager att a &r i relation med b om (a,b) € X, och skriver detta
som a ~ b. Relationen ~ kallas en ekvivalensrelation om fér alla a,b,c € G
galler att

(a) a ~ a (reflexivitet),
(b) om a ~ b féljer att b ~ a (symmetri),

(c) om a ~ b och b ~ c foljer att a ~ c (transitivitet).

Exempel 2.2 L3t ~ vara en relation pa mdngden av alla manniskor, sidan att
a ~ b om a ar far till b. Relationen &r varken reflexiv, symmetrisk eller transitiv.

Exempel 2.3 L3t n € N och ~ vara den relation pd Z sidan att a ~ b om n
delar a — b, d.v.s. om det finns ett heltal k sddant att a — b = nk. Relationen ~ &r
reflexiv ty n delar a—a = 0. Vi visar att ~ dr symmetrisk. Antag att n delar a — b,
da finns det ett heltal k sadant att a —b = nk. Vi vill finna ett heltal h sadant att
b —a = nh. Vi ser att h = —k fungerar. Slutligen visar vi transitiviteten. Antag
atta ~ b och b ~ ¢, dv.s. det finns heltal k och h sddana att a — b = nk och
b—c =nh. Vivill visa att det finns ett heltal g sddant att a — c = ng. Detta féljer
eftersoma—c=a—b+b—c=nk+nh=mn(k-+h), sa vi kan viljag=Fk+h.

Denna relation ar en viktig ekvivalensrelation som har beteckningen =. Vi skriver
atta = b (mod n) som uttalas “a &r kongruent med b modulon”. Mer om denna
relation kommer | kapitel 6 och 7.

Definition 2.4 L3t ~ vara en ekvivalensrelation pd en mangd G och a € G.
Mangden av de element i G som &r i relation med a kallas ekvivalensklassen
till a och betecknas [a], d.v.s. [a] ={b € G : b~ a}.

Exempel 2.5 Viska i detta exempel underséka ekvivalensklasserna till relationen
= modulo 5. Vi bérjar med [0]. Heltalet a ar ekvivalent med 0 om det finns ett
heltal k sadant att a—0 = 5k. Alltsa [0] = {5k : k € Z}. Pa liknande sitt foljer att
[1] = {bk + 1: k € Z}. Man inser vid lite eftertanke att Z = [0]U[1]U[2]U[3]U[4]
och att om b ¢ [a] foljer att [a] N [b] = 0.

Definition 2.6 En partition aven mingd G ar en mingd delmingder A1, As, . ..
av G sidana att G = Ay UAyUA3U... och AyNA; =0 for allai och j # i.

Lat A, Asg, A3, ... vara ekvivalensklasserna till en ekvivalensrelation ~. Dessa

mangder bildar en partition av G. Omvant géller att varje partition av en mangd
G definierar en ekvivalensrelation.
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2.2 Kvotgrupper

For att astadkomma det vi vill i detta delkapitel behdver vi inféra lite notationer
samt definitioner.

Definition 2.7 Lt (G,*) vara en grupp och It H vara en delgrupp av G.
Antag att a € G. Vi infér notationen a x H = {axb:b€ H} och H xa =
{b*xa:be H}. Visiger att ax H och H *a dr vinstersidoklassen respektive
hégersidoklassen till H som innehaller elementet a. Gruppen H sdges vara en
normal delgrupp avG omax H = H xa for allaa € G.

Exempel 2.8 L3t H vara en delgrupp av en grupp G. Antag att ¢ € H. D3 foljer
att cx H = H. Beviset foljer: Antag att x € ¢+ H. D3 finns det ett h € H sadant
att x = c* h. Eftersom H &r en grupp féljer att x = ¢x h € H. Vi har visat att
cxH C H. Antag att x € H. Vi harattx = (cxc ) sz =cx(c 1 xx) €cx H.
Detta visar att H C ¢x H. Alltsa 4r H = ¢ * H och beviset ar klart.

Antag att H &r en delgrupp av G. Vi infor relationen, a ~ b om a~'xb € H. Man
kan visa att detta definierar en ekvivalensrelation, vilket vi lamnar som en dvning
och som vi rekommenderar att ni gor innan ni ldser vidare.

Lat oss studera [a], d.v.s. vilka element som &r i relation med a € G. Antag att
a~b dvs. a ' xb=cforndgot c € H.Vifiratt b=ax*c € a*x H. Detta visar
att [a] C a* H. Vi visar den omvéanda relationen, d.v.s. a x H C [a]. Antag att
x €axH,dafoljeratt x =axh for ndgot h € H. Viharatta 'xx=h e H
och dirmed att a ~ x. Detta visar att ax H C [a]. Alltsa &r [a] = ax H. Mangden
av ekvivalensklasserna till relationen ~ betecknar vi G/H och uttalas “G kvotat
med H".

Vi vill géra G/H till en grupp. Vi maste dd definiera en gruppoperation pa ekvi-
valensklasserna (som &r elementen i G/H). Lat oss forsoka med nedanstaende
definition.

Lat H vara en normal delgrupp av G, a,b € G samt lat [a] och [b] beteckna deras
respektive ekvivalensklass. Vi har att [a], [b] € G/H. Vi infér operationen

genom

[a] *q/p [b] = [a*D].

Har har vi forsokt att skilja pa gruppoperationerna: Vi har att * dr gruppopera-
tionen pd G och %,y gruppoperationen pd G//H. | detta ldge ska varje mate-
matiker reagera och kriva en forklaring pa varfor definitionen inte ar nonsens. Vi
har definierat ¢, pd G/H x G/H genom att vilja representanter (a och b) for
ekvivalensklasserna och |ata * verka pa representanterna och darefter ta dess ekvi-
valensklass. Vi méste Gvertyga oss om att [a ] inte beror av vilka representanter
vi valjer.
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Lt a ~coch b~ d dvs. a'xc=h¢c Hochb!xd=gc H. Eftersom
la] *G/m [c] = [b] *G/m [d] méste vi visa att [a*b] = [cxd], d.v.s att (a * b) !«
(cxd) € H. Inversen till axbarblxa !, tyaxbxblxa! =e D3 H ar
en normal delgrupp av G foljer att for varje u € G och v € H finns ett element
v' € H sidant att v xu = u *v’. Vi har

(axb) Fx(cxd) = (b_l xa 1)k (cxd)=b"1x (a7t * (cxd))
= blx« ((ail*c) xd) =b"1x (h*d)
= bil*(d*h’):(bfl*d)*h’:g*h’.

Eftersom g och h' dr element i H foljer att dven g x A’ € H. Vi har nu visat att
gruppoperationen ar valdefinierad.

Man kan visa att kravet att H ska vara en normal delgrupp av G ar nddvandigt,
d.v.s. utan kravet ar uppgiften omdgjlig.

For att visa att (G/H7 *G/H) ar en grupp maste vi verifiera gruppaxiomen.

(a) Lat [a],[b],[c] € G/H. D féljer att ([a] xq/p [b]) *c/m [c] = [a* b] *g/u
[e] = [(axb)*c] = lax (b*c)] = la] xg/m [b+ ] = [a] *qm ([b] #c/m Id]) -

(b) Identiteten ar [e] ty, om [a] € G/H har vi att [a] xg/ g [¢] = [a x €] = [a] =
lex a] = [e] *qym [a] -

(c) Inversen till [a] € G/H ar [a™!] ty [a] xg/p [a™'] = [axa™!] = [¢] och
[ail] *G/H [a] = [cfl * a] = [e].

Gruppen (G/H, *q/y) kallas kvotgruppen av G och H.

2.3 Grupperna (Z,,+,) och (Z/aZ, +Z/az)
Vi vet att (Z,+) ar en grupp. Lat a € Z och bilda mangden
aZ =A...,-2a,—a,0,a,2a,3a,...}.

Viser att aZ C Z och att (aZ, +) &r en grupp ty aZ ar sluten under +, identiteten
ar 0 € aZ och inversen till b € aZ ar —b. Delgruppen (aZ,+) ar en normal
delgrupp av (Z,+) ty for varje b,c € Z har vi b+ ¢ = ¢+ b. Vi kan nu bilda
mangden av ekvivalensklasser Z/aZ som vi far fran ekvivalensrelationen ~ p3 7Z
sddan att b ~ com —b+ ¢ € aZ, d.v.s. om a delar ¢ — b. Ekvivalensklasserna blir
féljande

0] = {an:neZ},
1] = {an+1:neZ},
[a—1] = .{an—l—a—lanZ}.
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Observera att detta dr samma ekvivalensklasser som i exempel 2.3. Vi kan alltsa
skriva b = ¢ (mod a) om [b] = [c] i Z/aZ.

Eftersom [0] U [1]U... U [a — 1] = Z &r detta alla ekvivalensklasser. Mangden

Z/aZ ={[0],[1],...,[a—1]}

tillsammans med den bindra operationen +z/,7 : Z/aZ x Z/aZ — 7/aZ sddan
att +7/qz ([b],[c]) = [b+ ] fér b,c € Z bildar nu gruppen (Z/aZ,+z/47) som
ar kvotgruppen av Z och aZ.

Lat Z, = {0,1,2,... ,a — 1} och definiera operationen +, : Zy X Zq — Z, sddan
att for b, c € Z, galler att

b+c ,omb+c<a—1,
—i—a(b,c){ b+c—a ,omb+c>a—1.

Vi har lamnat till en 6vning att visa att (Z,, +4) ar en grupp. Denna grupp ar lik
kvotgruppen (Z/aZ, +Z/az)- Det visar sig att det enda som skiljer dessa grupper
fran varandra ar sittet att beteckna mangderna, elementen och gruppoperationen.
Strukturen i grupperna ar exakt densamma. Vi kommer i senare kapitel siga att
dessa grupper ar isomorfa.

2.4 Ovningar

Ovning 2.1 L3t (H, ) vara en delgrupp av (G, *) och definiera relationen ~ p3
G genom att a ~ b oma~' xb € H. Visa att ~ dr en ekvivalensrelation.

Ovning 2.2 En relation ~ p3 Q definieras av att a ~ b om och endast om det
finns ett heltal m och ett naturligt tal n sadana att

a="b+m27".

Visa att ~ &r en ekvivalensrelation.
Ovning 2.3 Visa att (Z,,+4) &r en grupp.

Ovning 2.4 En grupp (G, %) kallas cyklisk om det finns ett element a € G
sadant att for alla b € G finns ett n € N sadant att

b=a"=axaxax...xa.

n ganger
Visa att gruppen (Z7,+7) ar cyklisk.
Ovning 2.5 L3t a, b, ¢ och d vara naturliga tal sidana att ¢ < a och d < b. Visa
att om a och b ar relativt prima sa finns exakt ett tal x sa att 0 < x < ab — 1,

z =c (mod a) och z =d (mod b).

Ovning 2.6 Beskriv ekvivalensklasserna i kvotgruppen Z/{0}.
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3 Homomorfier och isomorfier av grupper

| det har kapitlet ska vi titta ndrmare pa olika avbildningar mellan grupper. Vi
kommer ocksa att bevisa ett mycket kant och anvandbart resultat kallat Lagranges
sats.

Det ar brukligt att 13ta ab beteckna axb, dar x ar gruppoperationen. Det kommer
vi att gora i detta kapitel. Vi kommer ocksd framover anvanda konventionen att
(Zg,+) = (Zg,+4), d.v.s. vi avser alltid den naturliga gruppoperationen.

3.1 Avbildningar

Definition 3.1 L3t A och B vara tvd mingder, och lat ¢ : A — B vara en
avbildning mellan dem. Bilden av ¢ betecknas Im(¢) och ar mingden av alla
b € B sidana att b = ¢(a) for ndgot a € A. Lite mer formellt: Im(¢) = {¢p(a) :
ac A}

Exempel 3.2 Lit ¢ : (Q,4+) — (Q,+) vara definierad genom ¢(x) = x + 1.
D3 har vi att Im(¢) = Q, eftersom varje rationellt tal kan skrivas som summan
av 1 och ett annat rationellt tal.

Definition 3.3 L3t A och B vara tvda mangder. En avbildning ¢ : A — B kallas

e injektiv (eller 1 - 1) om det fér varje b € Im(¢) finns precis ett a € A
sadant att ¢(a) = b.

e surjektiv (eller pa) om Im(¢) = B.

e bijektiv om ¢ ar bade injektiv och surjektiv.

Exempel 3.4

(a) Funktionen f : Qi — Q definierad av f(x) = x &r injektiv men inte
surjektiv, ty det finns inget x € Q4 s3 att f(x) = —2.

(b) Funktionen g : Q — Q4 U {0} definierad av g(z) = x? &r surjektiv men
inte injektiv, ty vi har fér varje x € Q att g(z) = g(—x).

(c) Funktionen h : Q — Q definierad av h(x) = x + 1 &r bade injektiv och
surjektiv, d.v.s. bijektiv.

Ldt A, B och C vara mingder och lat f : A — B och g: B — (C vara tva
avbildningar. Vi noterar att sammansattningen go f : A — C &r:

e injektiv om f och g &r injektiva

e surjektiv om f och g ar surjektiva
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e bijektiv om f och g &r bijektiva

Definition 3.5 Lit ¢ : A — B vara en avbildning mellan tvd mangder A och
B och 15t C C Im(¢) C B. Mangden {a € A : ¢(a) € C} betecknas ¢~1(C). Vi
har alltsa en vildefinierad avbildning

¢~ : {delmingder avIm(¢)} — {delméngder av A}

Om vi identifierar ett element b € B med delméngden {b} C B och ett element
a € A med delmangden {a} C A samt kraver att ¢ ar injektiv, sa far vi att

¢! :Im(p) — A

dr en avbildning mellan elementen i Im(¢) C B och elementen i A. Vi kallar
denna avbildning for inversen till ¢. Vi maste kriva att ¢ ar injektiv fér att
¢~ : Im(¢p) — A ska vara en avbildning, d.v.s. for att vi ska ha att det fér varje
b € Im(¢) finns exakt ett a € A s3 att ¢~ 1(b) = a. Tank igenom detta.

Exempel 3.6 Lit ¢ : (Q,+) — (Q,+) vara definierad genom ¢(v) = = + 1.
Eftersom ¢ &r bijektiv existerar ¢! : Im(¢) — (Q, +). I detta fall ir det enkelt
att se att inversen blir ¢~ 1(z) = z — 1.

Exempel 3.7 Lit ¢ : (Q4,+) — (Q,+) vara definierad genom ¢(x) = 5.
Lasaren f3r sjilv 6vertyga sig om att ¢ ar injektiv. Darfér existerar ' : Tm(¢) =
(Q4,+) — (Qy,+) och ar definierad genom ¢~ (z) = 2u.

3.2 Lagranges sats

Sats 3.8 L4t H vara en delgrupp av en grupp G. D3 finns en bijektion, d.v.s. en
bijektiv avbildning mellan vanstersidoklasserna och hégersidoklasserna till H i G.

BEvis:

L&t ¢ : {hdgersidoklasser} — {vanstersidoklasser} definierad genom ¢(Hg) = g~ 'H.
Vi ser att ¢ ar valdefinierad eftersom om Hg' = Hg s3 giller att ¢/ = hg for nagot
h € H och darfor att ¢(Hg') = (¢/)'H = (hg) *H = g7 'h"'H = g~ 'H = ¢(Hg).

Vi har dven att ¢ &r injektiv eftersom, om vi ldter Hf # Hg och antaratt f~'H = g~ 'H
s3 innebdr det att f~' = g~ 'h fér ndgot h € H. Men genom att invertera bada leden
dvs. (f71) 7t = (g th)~! ser vi att f = h~1g vilket innebir att Hf = Hh~'g = Hg
vilket ger oss en motsigelse mot att H f # Hg. Alltsd ar antagandet falskt d.v.s. f =1 H #
g~ 'H och ¢ injektiv.

Slutligen ser vi att ¢ ir surjektiv eftersom vi genererar mingden {g~'H : g € G} av
vanstersidoklasser, som naturligtvis ar samtliga eftersom G ar en grupp och alla element
har en invers. Detta visar att ¢ ar en bijektion mellan hoger- och vanstersidoklasserna till
HigG. Il

Detta innebar naturligtvis att det finns lika manga vanstersidoklasser som héger-
sidoklasser till en delgrupp H av en grupp G.
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Definition 3.9 L3t H vara en delgrupp av en grupp GG. Antalet vinstersidoklasser
(eller hogersidoklasser) till H i G kallas index fér H i G och betecknas (G : H).

Sats 3.10 (Lagranges sats) Lt H vara en delgrupp av en andlig grupp G. D3
galler att

2 161
(G H) =1

Speciellt giller att ordningen fér H delar ordningen for G.

BEVIS: Vi vet fran foregdende kapitel att vianstersidoklasserna till H i G utgdr en
partition av G och vi vet att antalet vinstersidoklasser &r lika med (G : H). Lat ¢ :
H — gH vara en avbildning definierad av ¢(h) = gh. Varje element i gH &r pa formen
gh, dar h € H, s& ¢ &r surjektiv. Antag att ¢(hy) = ¢(h2). Da dr ghy = ghs, och
darfor hy = ho, vilket visar att ¢ ar injektiv, och darfor ocksd bijektiv. Alltsa giller att
|gH| = |H| vilket innebar att alla vanstersidoklasser innehaller lika minga element som

H. Detta medfér att |G| = |H|- (G : H), dv.s. att (G : H) = {7}, O

Notera att vi lika gdrna kunde anvant hogersidoklasser istillet i beviset ovan.

Exempel 3.11 L3t G = (Z/4Z,+) = {[0],[1],[2], [3]}. Vilka delgrupper av G
finns det? D3 |G| = 4 sager Lagranges sats (Sats 3.10) att delgrupperna kan ha 1,2
eller 4 element. Eftersom varje delgrupp innehaller e = [0] finns endast en delgrupp
med 1 element, ndmligen den triviala delgruppen [0]. Den enda delgruppen med
4 element ir G sjalv (en icke-proper delgrupp av G) eftersom G innehiller 4
element. Slutligen, om en delgrupp H har 2 element dr den enda méjligheten att
H = {[0],[2]} (och detta ar en delgrupp), fér om H innehdaller [1] eller [3] si har
vi H = G (lasaren kan sjilv enkelt 6vertyga sig om detta).

Kommentar 3.12 Av Lagranges sats (Sats 3.10) foljer ocksa att antalet element
i en kvotgrupp G/H a&r |G/H| = (G : H) = |G|/|H|, eftersom elementen i
kvotgruppen ar sidoklasser till H i G.

Exempel 3.13 Lat G = (Z/4Z,+) = {[0],[1],[2],[3]}, och lat H = {[0],[2]}
vara en delgrupp av G. Eftersom G ar abelsk sa ar H en normal delgrupp av
G och kvotgruppen G/H ar darfor valdefinierad. Hur manga element har den?
Eftersom |G/H| = |G|/|H| = 4/2 = 2, ser vi att den har 2 element.

3.3 Homomorfier

Vi ska nu diskutera avbildningar mellan grupper som bevarar den algebraiska struk-
turen.
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Definition 3.14 En avbildning ¢ : G — F' mellan tva grupper G och F' sidan
att det for alla g1, g2 € G galler att

?(9192) = d(91)P(92)

kallas en homomortfi.

Vi noterar har att i vanstra ledet multiplicerar vi g; och go med gruppoperationen
i G (for att sedan applicera ¢), och i hogra ledet applicerar vi forst ¢ for att sedan
multiplicera ¢(g1) och ¢(g2) med gruppoperationen i F.

Exempel 3.15 L3t ¢ : G — F vara en avbildning mellan tvad grupper G och
F definierad genom ¢(g) = e, (identiteten i F') fér varje g € G. Da ar ¢ en
homomorfi, fér om g1, g2 € G, far vi att ¢(g192) = €, = epe, = ¢(g1)P(92).

Exempel 3.16 Lit G = (Z,+) och lat ¢ : G — G vara definierad genom
¢(n) = 2n for varjen € G. D3 har vi for n,m € G att p(n+m) =2(n+m) =
2n 4 2m = ¢(n) + ¢(m). Detta visar att ¢ dr en homomorfi.

Exempel 3.17 L3t ¢ : (Z,+) — (Z,+) vara definierad genom ¢(n) = n + 1
for varjen € Z. Lat n,m € Z. D harvig(n+m)=14+n+m#2+n+m =
1+n+14+m=¢(n)+ ¢(m). Detta visar att ¢ inte dr en homomorfi.

Sats 3.18 L4t ¢ : G — F vara en surjektiv homomorfi mellan tvad grupper G
och F. Da giéller att

Om G ar abelsk s ar F abelsk.

BEviS: Lat fi, fo € F. Eftersom ¢ &r surjektiv finns g1,g2 € G sadana att ¢(g1) =
f1 och ¢(g2) = fo. Eftersom G &r abelsk giller att g1go = g2g1 och vi far f1fo =

?(g1)0(g92) = d(g192) = d(g291) = d(g2)P(g91) = fof1, vilket visar att F ocksa ar
abelsk. O

Sats 3.19 L4t ¢ : G — F' vara en homomorfi mellan tva grupper G och F. D3
galler att

(a) ¢(ec) =€p
(b) Om g € G s3 har vi p(g7") = (é(9)) ™"
(c) Om H &r en delgrupp av G sa dr ¢(H) en delgrupp av F.

m K ar en delgrupp av F' galler att ¢~ ar en delgrupp av GG.
d) Om K del, F gall oK del, G
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BEvis:

(a) L&t ¢ € G. Da har vi ¢(g)
(6(g))~" och far (¢(g)) (g
b(eq)-

(b) e =dles) =dlgg™") =

(c) Lat ¢(h1), p(h2) € o(
foljer att ¢(h1)d(ha) €

&(

i F. Eftersom e, =
delgrupp av F.

) = ¢(g)o(es). Nu multiplicerar vi med
(0(9)) ' d(g)d(es) dvs. e = epdle,) =

#(9)p(g~"). Detta visar att ¢(g7") = (¢(g)) ™"

H) Eftersom ¢(h1)¢(h2) = ¢(h1h2) och hl,hg € H sa
¢(H). Detta visar att ¢(H) &r sluten under multiplikationen
es) och (¢(h))~t = ¢(h™1) for varje h € H s& ir ¢(H) en

(d) Antag att g1,92 € ¢~ 1(K). D& har vi ¢(g1)$(g2) € K eftersom K ir en delgrupp.

Likheten ¢(g192) = ¢(g1)9(g2) visar att g1g2 € ¢~ 1(K). Allts3 dr ¢~ 1(K) sluten
under multiplikationen i G. K maste ocks3 innehélla e,. = ¢(e.),sd e, € ¢~ (K).

Om g € ¢~ '(K) s& har vi ¢(g) € K, si (¢(g))~" € K. Men (¢(g)) ™" = d(g7"),
s3 vi maste ha g7 € ¢~ 1(K). Alltsa ir ¢ 1(K) en delgrupp av G.

g

Definition 3.20 L35t G och F vara tvad grupper, och lat ¢ : G — F vara en
avbildning mellan dem. Ké&rnan till ¢ betecknas Ker(¢) och dr mangden av
g € G sadana att ¢(g) = e,,. Lite mer formellt:

Ker(é) - {g €G: ¢<g) = eF} = ¢_1(€F).

Exempel 3.21 L5t ¢ : (Q,+) — (Q, +) vara definierad genom ¢(z) = x> — 1.
D3 har vi att Ker(¢) = ¢~1(0) = {—1,1}.

Sats 3.22 L4t ¢ : G — F vara en homomorfi mellan tva grupper G och F. D3
dr Ker(¢) en normal delgrupp av G.

BEVIS: Fran punkt d) i Sats 3.19 ovan ser vi att eftersom e,. 3r en (trivial) delgrupp av
F s3 ir Ker(¢) = ¢~ 1(e,.) en delgrupp av G. L3t K = Ker(¢),k € K,g € G. D3 har vi
P(97"kg) = d(g~")o(k)(9) = (¢(9)) 'erd(g) = (6(9)) " ¢(9) = €, s3 g~ 'kg € K.
Alltsd har vi for alla k € K att kg € gK. Eftersom Kg = {kg : k € K} har vi att
Kg C gK. Betraktar vi istillet gkg~! € K s3 foljer att gK C Kg. Allts3 ir Kg = gK,
d.v.s. Ker(¢) dr en normal delgrupp av G. O

Kommentar 3.23 Vi noterar att om vi har en homomorfi ¢ : G — F mellan tva
grupper G och F, sa blir kvotgruppen G /Ker(¢) véldefinierad (eftersom Ker(¢)
dr en normal delgrupp av G).

Exempel 3.24 Lit ¢ : (Z,+) — (Z/nZ,+) vara definierad genom att ¢p(m) =
[rest vid heltalsdivision av m med n|. D3 ar ¢ en homomorfi, och Ker(¢) = nZ.
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Sats 3.25 L4t ¢ : G — F' vara en homomorfi mellan tva grupper G och F. D3
galler

Ker(¢) = e, <= ¢ ar injektiv

BEvis:

e (=) Antag att Ker(¢) = e, och att g1 # go, for g1, g2 € G. Viska visa att ¢(g1) #

¢(g2). Men eftersom gi1g; ' # e, folier att ¢(g1)d(g2) "1 = d(g1)plg; ") =
#9195 ") # €. Darmed &r ¢(g1) # B(g2) 3 ¢ 8r injektiv.

e (<) Antag att ¢ ar injektiv. Genom punkt a) i Sats 3.19 har vi att ¢(e,) = e,..
Eftersom ¢ enligt vart antagande &r injektiv, dr e, det enda element som avbildas
pa e,. Alltsd ar Ker(¢) = e,,.

O
Vi har sett att en homomorfi ar en avbildning som bevarar den algebraiska struk-

turen, men den behdver varken vara injektiv eller surjektiv. En homomorfi som har
bada dessa egenskaper har ett speciellt namn.

Definition 3.26 En bijektiv homomorfi kallas en isomorfi.

Vi sdger att tva grupper dr isomorfa om det finns en isomorfi mellan dem, och detta
innebar att grupperna i algebraisk mening ar samma objekt. De kan ha olika namn
pa sina element men eftersom de har samma algebraiska struktur representerar de
en och samma grupp.

Exempel 3.27 Grupperna (Z,,+) och (Z/nZ,+) dr isomorfa genom avbildning-
en som skickar ett element x € Z,, pa [z] € Z/nZ.

3.4 Ovningar

Ovning 3.1 L3t ¢ : Q — Q vara definierad genom ¢(x) = 1= for varje v € Q.
Visa att ¢ ar bijektiv.

Ovning 3.2 L4t ¢ : Z — 7 vara definierad genom ¢(n) = n* + 2 for varje
n € 7. Visa att ¢ inte ar injektiv.

Ovning 3.3 L35t (G,+) = {90 = e,,91, 92,93, 94,95, g6 } vara en grupp med 7
element. Vilka delgrupper har G?

Ovning 3.4 L5t G = (Z4,+), och I5t H vara en delgrupp av G, |H| = 2. Vilka
element kan H innehélla?

Ovning 3.5 L4t ¢ : (Z,+) — (Q,+) vara definierad genom ¢(n) = n fér varje
n € 7. Visa att ¢ dr en homomorfi.
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Ovning 3.6 Lit ¢ : G — F vara en bijektiv homomorfi mellan tva grupper G
och F. Visa att kirnan till ¢ ar lika med identiteten i G.

Ovning 3.7 L3t G vara en icke-abelsk grupp och I5t ¢ : G — G vara definierad
genom ¢(g) = g~ for varje g € G. Utred om ¢ ar en homomorfi.

Ovning 3.8 L3t G vara en grupp och H en normal delgrupp till G. Utred om
mangden av hégersidoklasser till H i G utgér samma partition av G som mangden
av vanstersidoklasser till H i G.
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4 Symmetriska gruppen

4.1 Den symmetriska gruppen

Vi har i foregdende avsnitt tittat ndrmare pa injektiva, surjektiva och bijektiva
funktioner. Vi ska i detta avsnitt koncentrera oss pd bijektiva funktioner (bijek-
tioner) over andliga mangder.

Definition 4.1 En permutation m : A — A &r en bijektion fran en andlig
méngd A till samma méingd. | allmanhet valjer man A = N,, = {1,2,... ,n}.
Mangden av alla permutationer 7 : N,, — N,, med n element betecknas S,,.

En permutation dr kort och gott ett sitt att kasta om ordningen hos ett antal
element. Antalet permutationer av 52 kort ger exempelvis antalet sitt att blanda
en vanlig kortlek.

Vi kan notera permutationer pa flera olika satt. En variant kallas tvarads-
notation och ar pa formen

Eftersom forsta raden alltid ar densamma forkortas detta ofta till enradsnota-
tion: 7(1) 7(2) 7(3) ... w(n).

Exempel 4.2 Lt 7: N5 — N5 gesavn(l) =4,7(2) = 2,7(3) = 5,7(4) =3
och w(5) = 1. D3 skrivs permutationen som

1 2 3 4 5
4 2 5 3 1
ochsom42531.

Vi kommer s smaningom att presentera ett tredje satt att skriva permutationer.

Hur manga permutationer finns det i mangden S,7 Vi kan enkelt rdkna ut detta
med ett kombinatoriskt resonemang. Metoden vi anvander &r att vi tittar pd hur
manga satt vi kan skapa en permutation. Det forsta elementet, 1, kan avbildas
pé vilket som helst av elementen i N,,. Det finns alltsd n mojligheter. Det andra
elementet, 2, kan avbildas pa alla element utom det som 1 avbildas pa. Har har
vi alltsd n — 1 alternativ for varje alternativ for 1. Darmed har vi hittills n(n — 1)
alternativ. P34 samma satt ser vi att 3 kan avbildas pd n — 2 satt. Fortsatter vi ser
vi till slut att vi fatt n-(n —1) - (n —2)-...2-1 = n! permutationer. Inga av
dessa ar lika, och vi kan konstruera samtliga permutationer pa detta satt. Alltsa
har vi |S,| = n!l.

Exempel 4.3 Betrakta S3. Den innehdller permutationerna 1 2 3,13 2,21 3,

231,312 o0ch321. Detta stimmer med formeln fér storleken av S3 eftersom
31=3-2-1=6.
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Av titeln att doma ska detta kapitel handla om en grupp, namligen symmetriska
gruppen. Denna bestar av elementen i .S, och operationen utgors av funktionssam-
mansattning. Vi sdg i forra avsnittet att om man sitter samman tva bijektioner
sa far man en bijektion. Det innebar att om vi sdtter samman permutationerna
w,0 € S, sa fis en ny permutation 7 = o € S,,. Sammansittning sker som
vanligt for funktioner fran hoger till vanster, det vill sdga att vi forst applicerar
den hogra av permutationerna och sedan den vianstra.

Exempel 4.4 [Gtm=2341o0ocho=4231. Vivill berdkna 1 = mo. Denna
permutation fis genom att forst applicera o och sedan 7 (fran héger till vinster).
Vi undersaker férst vad 1 avbildas pa. | o avbildas 1 pd 4 och i w avbildas denna
4 pa 1. Ett annat sitt att skriva detta ar

7(1) =7(o(1)) =n(4) = 1.

P3 samma satt ser vi att o avbildar 2 pa 2 och att w avbildar denna tvda pa 3,
det vill siga att

7(2) = m(0(2)) =7(2) = 3.

Vi far dven att 7(3) = w(0(3)) = w(3) = 4 samt att 7(4) = n(0(4)) = w(1) = 2.
Satter vi samma allt detta ser vi att 7 =1 3 4 2.

Sats 4.5 Elementen i S,, d.v.s. permutationerna av n element, bildar med sam-
mansattning som operation en grupp.

BEVIS: Vi har redan sett att mangden N,, dr sluten under sammansittning av permu-
tationer. Aterstir att visa associativitet, existens av identitetselement samt existens av
invers.

Vi kan tdnka oss funktioner f : A — B som snéren som gér fran ett element a € A
till det motsvarande elementet f(a) € B. Det gér ett snére for varje a € A. Om vi ska
sdtta samman tva funktioner f : A — B och g : B — (' s3 svarar detta mot att man
for varje b € B tar de snoren som gar dit (frdn A) och knyter fast i det snére som gér
darifran (till C). Vi inser nu att om vi ska sitta samman tre funktioner f : A — B,
g: B — C och h:C — D, sa spelar det ingen roll om vi knyter ihop snérena vid B
innan vi knyter ihop dem vid C eller tvdartom. Detta visar att funktionssammansattning
av associativ. Eftersom permutationer ar funktioner innebar detta att gruppoperationen i
symmetriska gruppen ar associativ.

Man inser litt att identitetsfunktionen f(z) = x &r en bijektion, det vill siga en permu-
tation, som fungerar som identitet i symmetriska gruppen. Aterstar att visa existens av
invers. For bijektiva funktioner f : A — B galler att det gar exakt ett snore till varje
b € B. Om vi ldter g : B — A definieras av att vi foljer samma snéren frdn B till A
ser vi att vi far inversfunktionen till f, samt att denna nya funktion har exakt ett sndre
till varje a € A. Darmed &r inversen till en bijektiv funktion ocksad en bijektiv funktion, s&
varje permutation i S, har en invers i S,,. Beviset ar klart. Il

Den symmetriska gruppen ar inte abelsk, det vill sdga att o7 = 70 géller inte for
alla 7 och o.
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Exempel 4.6 Lit m =234 1 ocho=4231. Visag i ett tidigare exempel
att mo = 13 4 2. Om vi berdknar ow far vi 2 3 1 4. Vi ser allts3 att fér dessa
permutationer har vi o # oT.

4.2 15-spelet

Den symmetriska gruppen dr en av de mest studerade grupperna som finns. Det
har skrivits en hel del bécker om den, och manga forskningsartiklar. Vi ska nu titta
ndrmare pa ett enpersonsspel, som kan analyseras med hjilp av permutationer.

Definition 4.7 15-spelet ar ett spel pa ett rutnat av storlek 4 x 4. P3 detta finns
femton brickor, mirkta med talen 1,2,... /15 samt en tom position. En mdjlig
stallning dr exempelvis

1 2 5 14
7T 15 3 13
1 0O 12 8
4 9 10 6

En bricka som ligger intill den tomma positionen kan skjutas till denna position.
Spelet startar i denna position

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 0O

och maélet ar att uppna en position dar 14 och 15 har bytt plats, medan 6vriga
brickor ligger kvar.

15-spelet uppfanns pd 1870-talet av Sam Loyd och blev snabbt mycket populart.
Han erbjod dessutom en prissumma pa 1000 dollar till den som forst presenterade
en korrekt 16sning. Trots spelets popularitet var det ingen som lyckades kvittera ut
dessa pengar, s det ligger nara till hands att tro att spelet inte gar att |6sa. Vi ska
nu besvara den fragan. Till var hjalp tar vi ett tredje satt att skriva permutationer.

Exempel 4.8 Betrakta permutationen m som pa enradsnotation skrivs2 45 1 3.
Vi ser att 1 avbildas p3 2, att 2 avbildas pd 4 samt att 4 avbildas pa 1. Vi ser dven
att 3 avbildas pd 5 och vice versa. Permutationen kan allts ritas som nedan.

4

N\ s
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Det ar inte svart att inse att varje permutation kan avbildas med en liknande
bild. Man brukar kalla varje delfigur en cykel. Oftast skrivs den genom att man
i en parentes skriver elementen i cykeln i den ordning de forekommer. Det spelar
ingen roll vilket element man later vara forst. Cykeln till vinster i exemplet ovan
kan alltsd skrivas bdde som (1 2 4), som (2 4 1) och som (4 1 2). Om vi skri-
ver hela permutationen som en foljd av cykler har vi skrivit permutationen med
cykelnotation. | exemplet ovan blir detta 7 = (1 2 4)(3 5). Det spelar ingen
roll i vilken ordning man skriver cyklerna. Det framgar av bilden ovan att bortsett
fran cyklernas ordningsféljd och deras forsta element sa finns det bara ett satt att
skriva en permutation pa cykelform.

Ofta later man bli att skriva ut cykler av langd 1, d.v.s. element som avbildas pa
sig sjalva. Permutationen (1)(2 4 5)(3) kan alltsa dven skrivas (2 4 5). Man maste
da ange hur manga element permutationen innehaller, eftersom det inte ar sdkert
att alla skrivs ut.

Vi kan se varje position i 15-spelet som en permutation av de 16 element som
utgdrs av de 15 brickorna samt den tomma rutan. Om vi laser rad for rad uppifrén
blir d den permutation vi startarmede =12345678 91011121314 150
péd enradsnotation. Ett drag bestar av att den tomma platsen byter plats med en
sifferbricka. Pa cykelform &r ett drag en permutation som ser ut som (k ), dar
k kan vara ett godtyckligt tal mellan 1 och 15. Eftersom man bara kan byta plats
pa den tomma positionen och en bricka som ligger intill denna &r inte alla drag
tilldtna jamt, men det gar att flytta brickorna s3 att alla dessa drag blir tilldtna
ndgon gang.

Permutationer som bara bestar av en cykel av langd 2 kallas transpositioner.
Varje permutation kan skrivas som en produkt (med produkt menas operationen i
gruppen, d.v.s. sammansattning) av transpositioner (se évningarna). Om man fick
anvianda samtliga transpositioner i spelet, sd skulle det alltsd vara lésbart. Men
nu 3r bara vissa tilldtna. Vad innebéar det for 16sbarheten?

Lemma 4.9 Lit 7w € S,, och lat T = (a b) vara en transposition. De cykler i w
som inte innehéller a eller b kommer ocksa att vara cykler i m. Om a och b ligger
i samma cykel i ™ s4 kommer elementen i denna cykel inga i tva cykler i mT. Om
a och b ligger i olika cykler i m kommer elementen i dessa cykler ligga i samma
cykel i 7.

Beviset for lemmat finns bland 6vningarna. Ta da girna hjilp av féljande exempel.

Exempel 4.10 Lt 7 = (1 4 2)(35), 1 = (1 2) och 7o = (2 3). D3 far vi
w1 = (1)(2 4)(3 5) och 72 = (1 4 2 5 3) (minns att detta ar funktionssam-
mansattningar, si de gar fran héger till vanster).

Vi kommer i fortsdttningen ha mycket gladje av tvad funktioner. Funktionen ¢ :
Sn — N anger hur mdnga cykler en permutation har, inklusive de av langd 1).
Exempelvis &ar ¢((1 2 4)(3 5)(6)) = 3, eftersom permutationen (1 2 4)(3 5)(6)
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har 3 cykler. Funktionen d : S,, — N ges av d(m) = n — ¢(w). Denna funktion
kallar vi avstandsfunktionen i symmetriska gruppen och nadgra av ovningarna
kommer att visa varfor.

Lemma 4.11 Antag att permutationen 7 kan skrivas bide som en produkt av p
transpositioner och som en produkt av q transpositioner. D3 &r p och q antingen
bada jamna eller bada udda.

BEvIS: Lat 7 € S, d.v.s. 7 3r en permutation av n element. Om 7 4r en transposition,
sd har produkten 77 antingen en cykel mer eller en cykel mindre dn 7, enligt féregdende
lemma. Om ¢(m) &r jamnt kommer c(n7) vara udda och vice versa. Detsamma giller
naturligtvis ocksa for d(m) och d(n7).

Vi betraktar nu m = 772 ...7, som en produkt av p transpositioner. Genom att rdkna
antalet cykler vet vi om d(7) &r jamnt eller udda. Eftersom p maste vara jamnt om d(7)
ar jimnt och udda om d(7) dr udda s vet vi om p dr jamnt eller udda. O

Vi startar nu 15-spelet med permutationen 123456 7891011121314 150
och vill nd permutationen 7 = 123456789 10 11 12 13 15 14 0. For
att dstadkomma detta ska vi utfora ett antal transpositioner. P3 cykelform kan 7
skrivas

™= (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8)(9)(10)(11)(12)(13) (14 15)(DI).

Antalet cykler ar 15 och darmed &r d(m) = 16 — 15 = 1, ett udda tal. Vi maste
alltsd utféra ett udda antal transpositioner (drag) for att dverféra e till 7.

Men titta nu pd den tomma positionen. | varje drag gar den antingen upp, ner, till
hoger eller till vanster. Eftersom den till slut dtervant till sin startposition s& maste
den ha gatt lika manga ganger at hoger som &t vanster och lika manga ganger
uppat som nedat. Detta innebdr att vi anvdnt ett jamnt antal drag, eftersom
antalet drag ges av tva ganger antalet drag uppat plus tvd ganger antalet drag at
vanster.

Men vi kan ju omgjligen ha gjort bdde ett udda och ett jamnt antal drag. Slutsatsen
ar att denna position inte kan uppnas. | sjalva verket kan vi inte uppnd nagra
positioner som svarar mot udda permutationer, om vi vill ha den tomma rutan
kvar i nedre hégra hornet.

De permutationer som kan skrivas som en produkt av ett jamnt antal transposi-
tioner bildar delgruppen A, till S,, (att visa detta ldmnas som en &vning). Det ar
inte sd svart att ta reda pa hur stor denna delgrupp &r.

Lemma 4.12 /S, n > 2, ar hdlften av permutationerna jimna och hilften udda.

BEVIS: Betrakta din favorittransposition 7, t.ex. 7 = (1 2). Med hjilp av den kan vi
para ihop varje jamn permutation med en udda och tvirtom. P3 detta sitt ska vi visa att
de udda ar lika manga som de jamna.
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Tag en jamn permutation 7 och multiplicera den med 7. Vi far da en udda permutation
eftersom produkten kan skrivas som en produkt av ett jamnt antal transposition samt
en extra. Om vi & andra sidan tar denna udda permutation och multiplicerar med 7 en
gang till far vi tillbaka 7 eftersom 7 &r sin egen invers. Darmed ser vi att den jamna
permutationen 7 och den udda 77 hér ihop.

Pa samma satt kan varje permutation paras ihop med en permutation av den andra sorten.
De udda ar darfor lika manga som de jamna. Il

De udda permutationerna bildar ingen delgrupp till .S,,. Det inses litt, eftersom
e inte ar en udda permutation och e maste ingd i varje delgrupp. Daremot &r
de udda permutationerna sidoklassen till de jamna permutationerna. Om vi tar
kvoten S, /A, far vi en grupp med tvd element. Det finns bara en sddan grupp,
namligen Zs.

Man bor observera att vi inte har visat att man kan uppné alla stallningar i 15-
spelet som svarar mot jamna permutationer. Detta ar dock sant. Enklast ser man
det genom att visa féljande pastadenden (se Gvningarna):

e De permutationer som kan skrivas som en cykel med tre element genererar
Ay, (de jamna permutationerna i S,,) om n > 3. Exempel: (1 2 3),(1 2 4),
(1 34) och (2 3 4) genererar Ay, d.v.s. varje permutation i A4 kan skrivas
som en produkt av dessa cykler.

e Den tomma rutan kan flyttas vart som helst pa spelplanen.
e En bricka kan flyttas vart som helst pd spelplanen.

e Vi kan flytta 3 godtyckliga brickor A, B och C' till ett horn i den ordningen,
sd att forflyttningen av B inte paverkar A's position och forflyttningen av
C inte paverkar positionen hos A eller B.

0 B

cC A

e Vi fir en cykel (A B C) med tre element om vi flyttar dessa tre element
till ett horn, byter plats pa dem till situationen nedan och slutligen gor de
ursprungliga dragen baklanges i omvand ordning. D3 kommer B att flyttas

tillbaka till C's plats, A till B's plats och C'till A’s plats. Alla 6vriga brickor
kommer att hamna dar de ursprungligen var.

O A
B C

e Eftersom vi har tillgang till samtliga permutationer pa form (A B C) sa kan
vi nu skapa varje jamn permutation.
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4.3 Ovningar

Ovning 4.1 Skriv permutationen m =42 735816 € Sg pd cykelnotation och

permutationen o = (3 5 7)(4 2 1) € Sg pa enradsnotation. Berdkna sedan o,

o, o2 samt o*.

Ovning 4.2 Bestam alla delgrupper av Ss. Vilken av dessa dr As?
Ovning 4.3 Undersék om stallningen i definition 4.7 verkligen ar méjlig.

Ovning 4.4 Visa att Sy, ar en delgrupp av S, om k < n. Visa dven att A,, ar en
delgrupp av S,.

Ovning 4.5 Visa att varje permutation som bestdr av en cykel av lingd k kan
skrivas som en produkt av k — 1 transpositioner. Ett anvandbart exempel ar
(14352)=(14)(43)(35)(5 2).

Ovning 4.6 Visa att varje jimn permutation i S,, f6r n > 3, det vill siga varje
permutation i A, férn > 3, kan skrivas som en produkt av cykler av langd tre.

Ovning 4.7 Visa att den tomma rutan och en godtycklig bricka kan flyttas fritt
pa spelplanen i 15-spelet. Hur stort omrade av planen paverkas da vi flyttar en
bricka fran ett stille till ett annat?

Ovning 4.8 Visa att avstandsfunktionen d(r) uppfyller foljande saker:

(a) d(m) =0<= 1 =e.

(b) d(7) = d(=x~1).

(c) Om m kan skrivas som en produkt av k transpositioner, sa ar k > d(r).

Fran 6vning 4.5 féljer nu att det minsta antal transpositioner som behévs fér att
skriva 7 dr d(r).
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5 Ringar och kroppar

| det har kapitlet ska vi definiera tvd nya algebraiska strukturer, ndmligen ringar
och kroppar.

5.1 Ringar

Definition 5.1 En ring (R, +,-) dr en mangd R sluten under tva binira opera-
tioner + och - som vi kallar addition och multiplikation, definierade pd R sa att
féljande ar uppftyllt:

(a) (R,+) ar en abelsk grupp under +.

(b) Multiplikationen &r associativ, d.v.s. om a,b,c € R s3 géller (a -b) - ¢ =
a-(b-c).

(c) Den vinstra och hégra distributiva lagen galler, d.v.s. om a,b,c € R s§ har
via-(b+c)=(a-b)+ (a-c) respektive (a+b)-c=(a-c)+ (b-c)

(d) R innehéller en multiplikativ identitet 1, d.v.s. for alla a € R géller att
l-a=a-1=a.

(e) Multiplikationen &r kommutativ, d.v.s. fér alla a,b € R gallera-b=10-a.

Ibland definieras ringar utan de tva sista egenskaperna (1 och kommutativitet).
Vi kommer dock bara betrakta ringar som ar kommutativa och har etta.

Exempel 5.2 Vi vet att (Z,+) och (Q,+) &r abelska grupper. Den associativa
lagen samt de distributiva lagarna géller for tal. Vi vet ocksa att multiplikationen
ar kommutativ och att det finns en multiplikativ identitet 1. Darfor foljer att
(Z,+,-) och (Q,+,-) bada ar ringar.

Exempel 5.3 Betrakta den cykliska gruppen (Zq,+),a € Z. Om vi fér varje

n,m € Z, later produkten nm vara definierad som resten av nm € Z vid heltals-
division med a, sa blir (Zq,+,-) en ring. Vi har t.ex. att i Zs ar2-3 = 1.

Liksom i fallet med grupper finns det ett speciellt namn pd en avbildning mellan
tva ringar som bevarar den algebraiska strukturen.

Definition 5.4 En ringhomomorfi mellan tva ringar R och S dr en avbildning
¢ : R — S sadan att om a,b € R sa galler att

(a) ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b)
(b) p(ab) = ¢(a)p(b)
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Exempel 5.5 L3t ¢ : Z — 7Z, vara definierad genom ¢(n) = (rest vid heltals-
division avn med a). D3 blir ¢ en ringhomomorfi.

Definition 5.6 En ringisomorfi ir en bijektiv ringhomomorfi.

Exempel 5.7 De abelska grupperna (Z,+) och (27Z,+) ar isomorfa under avbild-
ningen ¢ : 7. — 7. definierad av ¢(x) = 2x. Men ¢ ar ingen ringisomorfi mellan

(Z, =+, ) och (227 =+, ) ty gf)(xy) = Qxy 7& 41:?] = 2x2y = ¢($)¢(y)

5.2 Kroppar

Eftersom alla ringar ar grupper under additionen +, finns alltid en additiv invers
—a till varje element a i ringen. En multiplikativ invers till ett element a i ringen
ir ett element ¢! s3 att a-a"' =1 = ™' - a. Fragan &r nu om alla element
a i ringen har en multiplikativ invers. Svaret ar att i allmanhet finns inte nagon
multiplikativ invers a ! till varje element a i ringen. Vi infér darfér en beteckning
U(R) fér mangden av inverterbara element i en ring R. Lite mer formellt: U(R) =
{a€ R:a"!' € R}.

Sats 5.8 Lt R vara en ring. Mangden U(R) av inverterbara element i R ar en
grupp med multiplikationen i R som operation.

BEVIS: Som vanligt méste vi verifiera axiomen. Det star klart att U(R) &r sluten under
multiplikation. Multiplikationen &ar associativ, eftersom detta galler for alla element i R.
Enheten 1 tillhér U(R) eftersom den &r sin egen invers (eftersom 1-1 = 1). Det aterstar
bara det sista axiomet; vi maste visa att alla element i U(R) har en invers i U(R).

Eftersom elementen i U(R) &r inverterbara har de en invers i R. For att visa att denna
invers ligger i U(R) maste vi visa att inversen ar inverterbar. Men om a € U(R) har
inversen b, d.v.s. att @ - b =1, da har b inversen a. Alltsd ligger b i U(R), vilket var vad
vi skulle visa. O

Definition 5.9 Ett element som har en multiplikativ invers i en ring kallas en
enhet / ringen.

Om alla element @ # 0 i en ring R (3 {0}) &r enheter, d.v.s. U(R) = R — {0}
sa har vi en speciell sorts ring med ett eget namn.

Definition 5.10 En ring K (# {0}) i vilken alla nollskilda element &r enheter
kallas en kropp.

Exempel 5.11 (Q,+, ) dr ett exempel p& en kropp.

Exempel 5.12 (Z,+,-) ar ingen kropp. Det finns t.ex. ingen multiplikativ invers
till 317, d.v.s. 3 dr ingen enhet i 7.
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Exempel 5.13 Z, ar en kropp da p € Z ar ett primtal. Detta kommer att visas i
ndsta kapitel.

Sats 5.14 | en kropp bildar alla element utom 0 en grupp med multiplikation som
operation.

BEVIS: | en kropp K har alla element utom 0 en invers s3 de bildar mingden U(K).
Enligt sats 5.8 ovan &r detta en grupp med multiplikationen som operation. Il

5.3 Ovningar

Ovning 5.1 Vad ar3-4i(Zy,+,-)?
Ovning 5.2 Vad ar5-(=3) i (Zg,+,-)?

Ovning 5.3 Ge ett exempel p3 en ring R i vilken det finns a,b € R och a,b #
0,a #bsjatta-b=0.

Ovning 5.4 Ett element a i en ring R kallas nilpotent om a" = 0 fér nigot
n € Z4. Visa att om a och b ar nilpotenta element sa ir ocksd a + b nilpotent.
Tips: Anvand binomialsatsen, kapitel 6.

Ovning 5.5 Visa att den multiplikativa inversen till en enhet i en ring &r unik.

Ovning 5.6 Ge exempel ps en kropp K i vilken det finns © € K s3 att vi for
nagot n € Z4 farnx = 0.
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6 Fermats lilla sats

De flesta av lasarna kanner sakert till Fermats (stora) sats, som sager att ekvatio-
nen z' 4+ y™ = 2™ saknar positiva heltalslosningar for n > 3. Denna har nyligen
bevisats av Andrew Wiles. Det finns dven en Fermats lilla sats, som vi ska tit-
ta ndrmare pd i detta kapitel. Den utgdr hornstenen i RSA-kryptering (se nasta
kapitel) och ar dessutom tamligen latt att visa.

Sats 6.1 (Fermats lilla sats)
Om a ar ett heltal och p ett primtal, sa galler att

a’? =a (mod p).

Vi ska i detta avsnitt presentera flera bevis for denna sats. Vi borjar med det som
ar mest algebraiskt och gar sedan vidare mot mer kombinatoriska bevis.

6.1 Forsta beviset

Det forsta beviset ar nastan trivialt, eftersom vi gjort mycket forarbete i foregdende
kapitel. Vi behover dock féljande definition och lemma.

Definition 6.2 L3t G vara en grupp och a ett element i G. D3 ar elementets
ordning given av o(a) = min{n > 0: a" = e}.

Vi ser att e ar det enda element i gruppen som har ordning 1.

Lemma 6.3 L3t G vara en grupp och a ett element i gruppen av ordning k. D3
utgér mangden A = {e,a,a?,... a*1} en delgrupp av G.

Beviset limnas som en 6vning. Den viktiga egenskapen att utnyttja ar att a* = e,

s3 vi far exempelvis att a¥t3 = ea® = a3. Vi ser ocksa att delgruppens ordning ar

samma som elementets ordning.
Vi ar nu redo att bevisa Fermats lilla sats.

BEVIS: Vi betraktar kroppen Z,. De inverterbara elementen U(Z,) bildar en grupp
med multiplikation som operation. Eftersom Z,, har p element och U(Z,) innehaller alla
element i Z, utom 0, sa foljer att U(Z,) har p — 1 element. Detta &r gruppens ordning.
Enligt Lagranges sats har varje delgrupp en ordning som delar gruppens ordning. Men
eftersom varje element har samma ordning som en delgrupp, s& kommer varje element ha
en ordning som delar gruppens ordning. Speciellt giller att

a’~! = (ao(“))fj(;l) — 15w =1 (mod p)

(kom ihag att 1 &r identiteten i U(Z,)). Om vi multiplicerar med a far vi Fermats lilla
sats for alla element i Z,, utom 0. Satter vi a = 0 &r dock satsen trivialt uppfylld. O
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6.2 Andra beviset

Vi ska nu titta pd tva alternativa bevis av Fermats lilla sats. Det kan tyckas
overflodigt att visa samma sats flera gdnger, och om malet med bevisen bara var
att visa satsen sd stdmmer detta. Det finns dock andra anledningar till att man
presenterar ett bevis. En dr att man ger insikt till varfor satsen &r sann, en annan
att de tekniker som anvands i beviset ar intressanta i sig. Bdda dessa anledningar
gor att fler an ett bevis ar onskvart.

Det andra beviset utnyttjar att om tva olika element b och ¢ i en grupp G multi-
pliceras med samma element a € G, sa fas tva olika element.

BEVIS: Lat u vara produkten av samtliga noll-skilda tal i Z,, d.v.s. u =1-2-3-...-(p—1)
(mod p). Vi vet att U(Z,) &r en grupp med multiplikation som operation. | en grupp vet
vi att om b # c sd foljer att ab # ac, eftersom ab = ac leder till b = ¢ genom att vi
multiplicerar med a~!. Darmed far vi p—1 olika element om vi multiplicerar 1,2,... ,p—1
med a. Eftersom U(Z,) innehaller exakt p — 1 element far vi varje element i U(Z,,) exakt
en gang. Detta ger att

u=1-2-...-(p—1)=a-2a-...-(p—1a=da’'u (mod p).

Eftersom u har invers i Z,, foljer att 1 = a?~! (mod p), och om vi férlanger med a fir vi
a=aP (mod p). g

For att battre forstd beviset ovan tittar vi pa ett exempel.

Exempel 6.4 | Z7 finns de inverterbara elementen {1,2,3,4,5,6}. Berdkningen
i beviset ovan, om vi valjer a = 3, blir

u=1-2-3-4-5-6=(3-5)-(3-3)-(3-1)-(3-6)-(3-4)-(3-2)
=3%.5.3.1.6-4-2=3% 4 (mod p).
6.3 Tredje beviset

Det tredje beviset visar vi med hjilp av tre hjalpsatser. Det ar litet mer kom-
binatoriskt och anvander sig inte av ringstrukturen hos 7Z,. Daremot kraver det
kannedom om binomialsatsen och induktion. Induktion beskrev vi som hastigast i
kapitel 0 och binomialsatsen foljer har (utan bevis).

Sats 6.5 Ldtn!l=n-n—-1-n—2-...-2-1, 0! =1 och /4t (Z):WLC)!.DQ’
galler att

(a+b)" = Zn: <Z> a" Rk,

k=0

Som exempel pa denna sats kan vi ta n = 2. Da géller, som vi alla vet, att

2 2 2
(a+b)? = (0>a260 + <1> a'dt + <2> a’b? = a* + 2ab + b*.
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Talen (}) kallas binomialkoefficienter och man kan visa att de &r heltal. Vi ska nu
titta pd hur dessa beter sig nar vi raknar modulo p nar p ar ett primtal.

Lemma 6.6 For ett primtal p och for 0 < i < p géller att

<f> =0 (mod p).

BEVIS: P3stendet ovan &r samma sak som att siga att p delar (?). Vi sitter k =
(f) = Mppilz), vilket ger p! = k i! (p —)!. Men vi vet, genom aritmetikens fundamen-
talsats (se kapitel 0), att varje tal kan primtalsfaktoriseras pd endast ett sitt. Eftersom
p ar ett primtal, som ingdr i faktoriseringen av vansterledet, s3 maste det dven ingd i
primtalsfaktoriseringen av hogerledet. Men p delar varken i! eller (p —7)!, eftersom deras
primtalsutvecklingar bara innehédller tal som &r mindre dn ¢ respektive p — 4, sd p delar
k= (?). Darav féljer att () =0 (mod p). O

Det &r vanligt, t.o.m. pa hogskolan, att man ser studenter anvanda sig av “likhe-
ten” (a+ b)"™ = a" + 1", vilket inte ar korrekt. Fast om n &r ett primtal galler
detta, om vi raknar modulo n.

Lemma 6.7 Om p ar ett primtal galler (a + b)? = af + bP (mod p).

BEVIS: Enligt binomialsatsen har vi

(a+b)P = Ep: (1;) aP~ i

=0

Eftersom binomialkoefficienterna (7) for 0 < i < p &r noll modulo p blir det enda som
aterstar

(a+b)? = (g) alb’ + (i) a®W = aP + P (mod p).

Detta kan nu generaliseras till langre summor.

Lemma 6.8 Om p ar ett primtal géller (a1 +az+ ...+ ap)? = af +ab+... +df,
(mod p).

BEVIS: Vi anvinder induktion. Basfallet k = 1 ar trivialt uppfyllt och fallet &k = 2 sig
vi i forra lemmat. Aterstar att visa lemmat for godtyckligt k.

Vi antar att pastdendet galler for k, det vill sdga att (a1+as+. . .+ag)? = ol +ab+.. . +a},
(mod p). Vi vill visa att det d& géller for k+1, det vill sdga att (a1 +a2+...+apy1)? =
ai +ab +...+aj, (mod p). Men detta ar inte svart. Med hjalp av féregaende lemma
kan vi skriva

(a1 +as+...+ap+ art1)? = (a1 +az+ ... +ag) + agy1)?
(a1+a2+...+ak)p+a£+1

ai +af+...4+a} +a}, (modp).
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Darmed ser vi att om formeln géller for summor med k termer s3 giller den dven for
summor med k+1 termer. Vi kan konstatera att formeln galler fér summor med godtyckligt
manga termer. O

Det 3r nu enkelt att visa Fermats sats:

d=1+1+...+1)P=1P4+1P+... 41P=14+1+...41=a (modp).

a st a st a st

6.4 Ovningar

428 528

Ovning 6.1 Underssk om 28 ar ett primtal genom att berikna och modulo

28.

Ovning 6.2 L3t G vara en grupp och a ett element i gruppen av ordning k. Visa
att mangden A = {e,a,a?,... ,a""'} utgor en delgrupp av G.

Ovning 6.3 Berikna (a + b)* och (2a + 3b)5.

Ovning 6.4 Visa att a”? = a (mod 2p) om p &r ett udda primtal och a inte delar
D-

Ovning 6.5 Berikna

zn: n\ (n N n n n

k) \0O 1) T \n
k=0

genom att valja lampliga varden pa a och b i binomialsatsen.

Ovning 6.6 Anvind féregdende évning och Lemma 6.6 for att visa att
2P =2 (mod p)

for primtal p. Detta féljer naturligtvis ocksd av Fermats sats.

Ovning 6.7 Vi kan anvinda det andra beviset av Fermats lilla sats for att genera-

lisera den. Tag ett positivt heltal m och betrakta ringen Z,, och kroppen U(Zy,).

Om a ligger i U(Zy,) géller att
(L'U(Zm)H'l = qQ (mod m)

Visa detta!
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Ovning 6.8 Fermats sats formuleras ofta, fér p primtal och a som inte delar p,
som

a? =1 (mod p).
Utnyttja denna formulering f6r att visa att
P g =1 (mod pg),

dar p och q ar tva olika primtal.
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7 RSA-kryptering

Kryptering handlar om att skriva om meddelanden s& att bara mottagaren kan
ldsa meddelandet. Ett klassiskt trick ar exempelvis att flytta fram varje bokstav
m = 3 tre steg i alfabetet. Ordet alfabetet blir dd doidehwhw, vilket ar svarare
att kdnna igen. Endast den som vet att varje bokstav blivit framflyttad tre steg
kan ldsa meddelandet, genom att flytta bak varje bokstav tre steg. Detta kallas
Caesarchiffer.

Detta krypto ar dock ganska latt att kndcka. Man kan prova att flytta varje
bokstav ett, tva, tre, fyra eller fler steg framat och nar man far en vettig text sa
ar det den ratta. En mer avancerad variant som ar svarare att knacka ar att utgd
frdn en langre talstrdng ajacas...ay och flytta fram forsta bokstaven a; steg,
andra bokstaven ay steg och sa vidare. Nar man kommer till bokstav k + 1 borjar
man om fran bérjan med a;. Aven detta krypto, som kallas Vigenérechiffer,
gar att knacka, men ar betydligt svérare.

Vigenerechiffret har emellertid ett annat problem, som det delar med Caesar-
chiffret. For att kunna anvanda det maste avsindaren ndgon ging ha meddelat
nyckeln ajas . .. ax. Nyckeln kan inte skickas krypterad, eftersom mottagaren dnnu
inte kanner till nyckeln. Mottagaren och avsindaren maste alltsd ha traffats och
maste dessutom traffas fler gdnger, eftersom nyckeln behdver bytas ibland.

Innan vi gar vidare kan det vara lampligt att precisera ndgra av de ord vi anvant.

Definition 7.1 Med ett krypto menas ett system att omvandla ett meddelande i
klartext till ett krypterat meddelande och tillbaka. Den avbildning som gar fran
klartext till krypterad text kallas krypteringsfunktion och dess invers kallas
dekrypteringsfunktion. Varje krypto anvander sig av ndgon sorts parameter,
nyckel, till krypterings- och dekrypteringsfunktionerna.

7.1 RSA

| kryptona ovan utgors nycklarna av antalet steg m respektive strangen ajas . . . ag.
| bada kryptona ar krypteringsfunktionen samma som dekrypteringsfunktionen,
men negationen av nyckeln anvdnds vid dekryptering: att flytta bak varje bokstav
3 steg dr samma sak som att flytta fram varje bokstav —3 steg.

Poiangen med RSA ar att géra motet mellan avsdndare och mottagare dverflodigt.
Tanken ar att varje person valjer en nyckel att kryptera med och en nyckel att
dekryptera med. Dekrypteringsnyckeln héalls hemlig, men krypteringsnyckeln pub-
liceras offentligt. Detta skulle inte fungera med koderna ovan, eftersom alla som
kanner till krypteringsnyckeln ocksd automatiskt kanner till dekrypteringsnyckeln.
| RSA giller dock att kryptot dr konstruerat sa att kunskap om krypteringsnyckeln
inte leder till kunskap om dekrypteringsnyckeln.

Férdelarna med detta ar stora. Det blir I4tt for en avsdndare att skicka krypterade
meddelanden till vem som helst i varlden, utan att mottagaren och avsidndaren
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behover triffas eller formedla ndgra okrypterade hemligheter. Med detta system
kan hemligheter skickas varlden Over lika latt som vi skickar ett vanligt epostmed-
delande.

Hur ska vi da konstruera detta krypto? Det sker med hjalp av primtal! Med hjalp
av Fermats lilla sats kan vi kolla om ett tal ar ett primtal. Vi kdnner 3 andra sidan
inte till ndgon snabb metod for att finna delarna till ett stort sammansatt tal.
Dessa egenskaper gor kryptot mojligt.

Det krypto vi ska studera har kallas RSA, efter upphovsmannen Rivest, Shamir
och Adleman. Det uppticktes under 70-talet och dr nu den vanligaste krypterings-
metoden, exempelvis vid kommunikation Gver internet.

Vi ska nu definiera krypterings- och dekrypteringsfunktionerna till RSA.

Definition 7.2 L34t p och q vara tva primtal och Idtn = pq ochm = (p—1)(¢—1).
Vilj dven tva tal e och d sddana att 1 < d,e < m och ed =1 (mod m). D3 ges
krypterings- och dekrypteringsfunktionerna i RSA av

E(x) =2z° (mod n)
och

D(y) =y* (mod n).

Vi ser av definitionen att talen e och n tillhor den offentliga nyckeln som alla
kanner till, men d maste hallas hemlig. Vi kommer mot slutet av kapitlet ga
igenom hur man berdknar d om man kdnner e och m.

For att dekrypteringsfunktionen ska upphava verkan av krypteringsfunktionen, s
att vi far tillbaka det ursprungliga meddelandet, méste dekrypteringsfunktionen
vara invers till krypteringsfunktionen. Vi ska nu bevisa att funktionerna E(x) och
D(y) verkligen ar varandras inverser.

Sats 7.3 D(E(x)) = x och E(D(y)) =y fér alla positiva heltal x och y mindre
ann.

BEVIS: D(E(x)) = x innebir att 2°¢ = x (mod n), det vill siga att n = pq delar
x°% — x. Det ricker att visa att p och ¢ delar 2°% — z, eftersom p och ¢ &r primtal.

Men hédr kan vi anvianda Fermats lilla sats. Eftersom ed = 1 (mod m) s& dr ed — 1 en
multipel av m = (p — 1)(¢ — 1). Vi kan skriva detta som ed — 1 = k(p — 1)(q¢ — 1) for
ndgot heltal k. Fermats lilla sats ger att 2P~! =1 (mod p) och vi far

ped = plHEE-1(a-1) = , (x(p—l))k(q—l) = 1F@-1D = 4, (mod p),

ed ed

vilket visar att p delar x —x, och darmed foljer

att n = pq delar z¢¢ — z.

—x. P4 samma sétt visas att g delar ©

Att visa att E(D(y)) = y ger precis samma rikningar. O

Har foljer ett exempel pd hur RSA fungerar. For enkelhets skull viljer vi att
anvianda sma varden pd p och ¢, sd i detta fall ar inte kryptot svart att knacka.
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Exempel 7.4 Vi valjer tv primtal, t.ex. p=Tochq=13. Vifirdin=7-13 =
91 ochm = 6-12 = 72. Om vi liter e = 23 kan vi valja d = 47, eftersom
e-d=23-47=1081 =15-72+ 1 =1 (mod 72). Vill vi kryptera 24 blir d3
detta 24?3 = 19 (mod 91) och dekrypterar vi 19 fir 197 = 24 (mod 91).

Hur gor man egentligen for att utfora dessa berdkningar? Det fungerar inte att
pa en vanlig minirdknare forst berikna 2423 och sedan berikna dess rest modulo
91. Anledningen &r att 2423 &r ett mycket stort tal, som manga minirdknare inte
kan hantera. Ett battre satt, som ocksd ar vildigt effektivt, dr foéljande. Skriv
exponenten 23 pa binadr form (se kapitel 0). Vi far dd 23 = (10111)2. Genom
upprepad kvadrering beriknar vi sedan talen 242, 24%, 248 och 2416, hela tiden
modulo 91. Eftersom 23 = (10111) =1-16+0-8+1-4+1-2+1-1 foljer att
2423 = 2416+4+2+1 — 9416 .944.942. 24 Eftersom vi hela tiden riknar modulo 91
far vi aldrig storre tal an minirdknaren klarar av. Vill man riakna p3 riktigt stora
tal bor man dock anvanda ett lampligt datorprogram, t.ex. Maple, som hanterar
mycket stora tal utan problem.

Exempel 7.5 | exemplet ovan fir vi 24> = 576 = 30 (mod 91), 24* = 30% =
900 = 81 (mod 91), 24% = 812 = 9 (mod 91) och 24!6 = 92 = 81 (mod 91).
Dirmed fr vi 24% =81 -81-30-24 = 19 (mod 91).

7.2 Varfor ar RSA sikert?

Vi hdvdade ovan att RSA &r svart att kndcka. Vi ska nu titta ndrmare pa varfor.
Om man vill kndcka RSA maste man utgaende fran de kidnda nycklarna n och e
berdkna nigon av de hemliga nycklarna d, m, p eller ¢ (se dvningarna). Men for
att kunna berdkna d maste vi kidnna till m, och for att finna m maste vi kdnna
till p och q. Dessa ar dock svdra att berdkna, eftersom det i nuldget inte finns
nagon riktigt snabb metod att faktorisera ett stort heltal. Den enklaste metoden
for att faktorisera ett heltal NV &dr att préva att dela talet med alla primtal mindre
in v/N. Detta tar alldeles for ldng tid om N ar stort. Det finns metoder som ar
betydligt snabbare, men dven dessa far problem d3 talen blir omkring 100 siffror
ldnga.

Det &r & andra sidan inte svart att konstruera primtal p och ¢ som ar lagom stora.
For att skapa ett stort primtal p viljer vi slumpmissigt ett stort tal p’. For att
kolla om p’ ar ett primtal Iater vi det genomgd Fermattestet.

Fermattestet: Vi ska testa talet p’. Vilj slumpmaissigt ett tal a < p/. Talet a
kallas bas. Om a” = a (mod p') s& har p/ klarat Fermattestet.

Om p' inte klarar Fermattestet vet vi att p’ inte ar ett primtal, eftersom Fermats
lilla sats inte ar uppfylld. Annars vet vi att p’ kanske ar ett primtal. Genom att
prova med manga olika a far vi ett tillforlitligt test.

Hur stor ar sannolikheten att alla baser vi valjer dr sddana att ett tal p klarar
Fermattestet trots att p dr sammansatt. Vi antar det finns ndgon bas b som gor
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att p inte klarar Fermattestet. D3 kan man visa att om p klarar Fermattestet
med en bas a s3 kommer p inte att klara Fermattestet med basen ¢ = ab. Darav
foljer att om det finns en bas b sddan att p inte klarar Fermattestet med denna
bas, s& kommer p att misslyckas i Fermattestet med minst halften av baserna.
Sannolikheten att vi viljer ett tal p’ som klarar Fermattestet hundra gdnger utan
att vara ett primtal blir darfor enormt liten (se dvningarna).

Det finns emellertid en mangd tal som alltid klarar Fermattestet, trots att de inte
ar primtal. Dessa kallas Carmichael-tal. Dessbattre ar de ganska glest utspridda
(det minsta &r 561). Man kan modifiera testet nigot sa att Carmichael-talen inte
klarar detta test.

Om p’ inte klarar Fermattestet valjer vi ett annat tal och forsoker pd nytt tills
vi finner ett primtal. Det racker i allmdnhet med 100-200 forsck dven for mycket
stora tal, vilket inte behover ta mer dn ndgra minuter. Sedan finner vi ¢ med
samma metod, berdknar n, m, valjer ett e och berdknar d.

| augusti 2002 offentliggjordes en artikel med en ganska snabb och helt siker
algoritm for att kolla om ett tal ar ett primtal. Algoritmen &r dock inte s& snabb
att den kan konkurrera med Fermattestet. Grundbulten fér algoritmen &r féljande
sats, som presenteras utan bevis.

Sats 7.6 Lit a och p vara relativt prima. D3 ar p ett primtal om och endast om

(x —a)’ = (2P —a) (mod p).

7.3 Berdkning av d med Euklides algoritm

| vart exempel ovan hade vi m = 72 och e = 23, varvid vi konstaterade att d = 47
gav ed =1 (mod m). Men hur kunde vi veta att vi skulle prova med 477 Vi ska
nu presentera en metod att givet e och m berdkna d s3 att vi garanterat fared = 1
(mod m). Metoden kallas Euklides algoritm.

Att ed =1 (mod m) innebar att de = 14 km for ndgot heltal k. Det réacker alltsa
att finna heltal d och k s3 att de — km = 1. En sadan ekvation kallas diofantisk,
och den har alltid en I6sning om e och m &r relativt prima (se avsnitt 0). Vi ska
darfor valja e sd att e och m ar relativt prima. Ovan valde vi e = 23, vilket ar
ett primtal. Dess enda delare dr 23 (och 1), och eftersom 23 inte delar 72 ar de
relativt prima. Vi ska nu berdkna [osningen med hjalp av Euklides algoritm.

Eftersom 23 inte delar 72 far vi en rest nar vi delar 72 med 23. Vi ser att 72 =
3-23 4 3. Man kan nu visa (se dvningarna) att om a = pb + g och a och b &r
relativt prima, s3 ar ocksd b och ¢ relativt prima (se kapitel 0 for definition av
relativt prima). | vart fall innebar det att 23 och 3 &r relativt prima. Vi kan nu
fortsdtta berdkningarna pad samma satt, men istallet for 72 och 23 anvander vi 23
och 3. Vi far da tabellen nedan.

72=3-23+3
23=T7-3+2
3=1-2+1
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Nar vi som ovan nar 1 slutar vi.

Med hjdlp av denna tabell kan vi I6sa var diofantiska ekvation. Titta pa nedersta
raden. Om vi I8ser ut 1 far vi 1 = 3 — 1 - 2. Pa raden ovanfor st3r en tvaa langst
till hoger, s om vi I6ser ut tvdan dar kan vi ersatta tvdan i vdr nuvarande likhet
med hogre tal. Vi far

1=3-1-2=3-1-(23-7-3)=8-3—-1-23.
Vi anvander nu den Oversta raden ovan for att bli av med var trea. Detta ger
1=8-3-1-23=8-(72-3-23)—-1-23=-25-23+8-72.

Ur denna ekvation ser vi att vi kan vilja d = —25 = 47 (mod 72) och k = —8.
Det &r egentligen bara d vi ar intresserade av, men det gar inte att berdkna d utan
att berdkna k.

7.4 Elektroniska signaturer

Avslutningsvis kan det vara intressant att siga nagra ord om elektroniska signa-
turer. Om en person B far ett meddelande frdn en annan person A, sd kan ju
B i allmanhet inte vara siker pa att det 4r A som har skickat meddelandet. Nar
exempelvis en bank far meddelandet att alla pengar pa ett konto ska sittas in
pa ett konto i Schweiz, s maste de veta att det ar kontohavaren som skickat
meddelandet. Detta problem kan vi |6sa med RSA.

| RSA krypterar vi oftast med krypteringsnyckeln E4(x) och dekrypterar med de-
krypteringsnyckeln D 4(z). Av sats 7.3 att doma finns det dock inget som hindrar
att vi gor tvartom. Det vi far d3 &r ett meddelande som bara A kan ha krypterat,
eftersom A &r den enda som kénner till D4(z), men alla kan ldsa meddelandet,
eftersom alla kanner till E4(x). Det ar inte lampligt att skicka ett meddelande
krypterat med D 4(x), eftersom alla kan ldsa det, men om A krypterar med D 4 ()
och sedan med Ep(z) sa kan bara B lasa det. B dekrypterar forst med sin egen
nyckel Dp(x) och sedan med den allmant kinda nyckeln E4(z). Om det inte hade
varit A som skickat meddelandet hade B inte fatt nagot vettigt meddelande.

7.5 Ovningar

Ovning 7.1 Kryptera meddelandena 6 och 17 med nycklar n = 35 och e = T.
Dekryptera 3 utan att berdkna d.

Ovning 7.2 Lt ny = 91,e4 = 5,ds = 29, Ng = 35 och eg = 7. Antag att A
vill skicka 3 till B med elektronisk signatur. Vilket meddelande skickar A?

Ovning 7.3 En person med offentliga nycklar n = 187 och e = 23 har skickat
meddelandet 2, vilket du har uppsnappat genom att tjuvlyssna. Dekryptera med-
delandet genom att knacka koden, det vill siga genom att berdkna de privata
nycklarna.
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(")vning 7.4 Om ett tal p inte ar ett primtal kommer mer an halften av allaa < p
ge aP’ # a (mod p). Sannolikheten att p klarar Fermattestet dr darfor mindre dn
%. Antag att vi, ndr vi skapar primtal f6r RSA, anvander Fermattestet hundra
ganger innan vi godkanner ett tal. Antag ocksa att det skapas en miljon par (p, q)
om dagen. Ar det troligt att nigon under de nirmsta hundra Sren kommer att f3
ett par (p,q) dar nagot av p och q inte ar ett primtal?

f)vning 7.5 Visa att om a = pb+ q och a och b &r relativt prima, s3 ar ocksa b
och q relativt prima. Tips: Antag motsatsen, d.v.s. att sgd(b,q) = d > 1 och visa
att detta medfér att sgd(a,b) > 1. | s3 fall kan inte a och b vara relativt prima
samtidigt som b och q inte ar det.

Ovning 7.6 Visa att om e och m inte ar relativt prima, s saknar den diofantiska
ekvationen ed — km = 1 Ibsningar. Tips: Enligt aritmetikens fundamentalsats har
vénsterled och hégerled samma delare. Vilka tal delar vansterledet och vilka delar
hégerledet?

Ovning 7.7 Visa att om man, férutom n och e, kinner till ndgon av de andra
nycklarna d, m, p och q, s3 kan man litt berdkna 6vriga nycklar. Ett tips ar att,
om man kinner m, utnyttja likheten (z — p)(x —q) = 22 — (n—m+1)x +n och
finna nollstillena till denna ekvation (om du utnyttjar den mdaste du ocks3 visa
att den &r sann).

Ovning 7.8 Visa att om p klarar Fermattestet med bas a, men inte klarar Fer-
mattestet med bas b, sa klarar det inte heller Fermattestet med bas ab. Du bér
anvanda omformuleringen av Fermats sats att om p inte delar a och p ar ett
primtal s3 géller a?~! =1 (mod p).
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