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1. INTRODUKTION

Det finns hur manga bécker som helst om linjar algebra. Detta &r ett forsok att utan ansprak pa
fullstandighet presentera nagra av &mnets geometriska idéer till studenter pa gymmnasiet. Texten
ar avsedd som sjilvstudiematerial, men ar kompakt skriven jamfort med gymnasielitteratur fér
att man pa fa sidor ska na fram till linjara avbildningar och matriser. Detta betyder att lasaren
kan behdva stanna upp ofta och tédnka efter, rita egna bilder, ta en paus o s v. Loésningarna till
oévningarna innehaller ibland information som anvénds senare i texten och spelar darfor en viktig
roll for forstaelsen.!

Metodik nir man ska 16sa problem #r forstas ett omfattande Amne i sig,? 1at oss bara i korthet siga
att det i allméanhet handlar om att formulera om ett problem till nagot man kan, och att ”nagot
man kan” #dven kan vara nagot man nyss lirt sig. Ovning ger faktiskt fiardighet, och kom ihag att
om du kor fast sa fragal

Betoningen i den hér framstéllningen ligger pa plana problem, d v s tva koordinater. Allting vi
beskriver har gar att gora i tre eller fler dimensioner. Det dr nyttigt att da och da fraga sig hur de
uttryck man stoter pa skulle se ut i hogre dimensioner. (Se dven Appendix B.)

I texten finns manga definitioner, d v s inférande av nya begrepp, t ex vad en matris dr, hur man
adderar och multiplicerar matriser, vad som menas med att en operation dr kommutativ o s v. Det
finns ocksa manga satser, d v s slutsatser och insikter om olika begrepp, t ex att matrisaddition ar
kommutativ, men att matrismultiplikation inte &r det. I matematisk text & man vanligen tydlig
med vad som &r definition och vad som &r sats, och beviset for satsen utfors ofta efter att satsen
formulerats. Vi anvénder inte det framstéllningssidttet héar eftersom det ofta upplevs som mer
”redovisande” och mindre ”upptackande” for en ovan lasare. Detta med risk for missférstand om
vad som ar vad, men med férhoppning om att komma matematiken nirmare.

Nagra ord om figurerna. Att gora snygga och pedagogiska bilder dr ett tidsddande arbete. T valet
mellan nagra snygga figurer eller manga handritade figurer valde vi det senare. En férhoppning ar
att bilderna inte avskracker utan snarare inbjuder lasaren att gora battre bilder pa egen hand. Det
ar ocksa mycket troligt att det ar just genom dessa av studenten egenhéndigt ritade bilder som
sjalva forstaelsen for &mnet uppkommer.

Den har texten har formats ur diskussioner med Mattias Dahl, Hans Ringstom, Simon Wigzell och
Kristian Bjerkldv.

KTH, januari 2000

Goran Selander

! Fotnétterna kan man dock utelimna utan att forlora férstaelse.
2Se t ex Polya: How to solve it.



2. MOTIVERING

Férstoring, forminskning, vridning, spegling och projektion &r olika exempel pa linjara avbildning-
ar. Vi stéter pa dem néar vi dndrar storlek pa typsnitt i ordbehandlingsprogrammet, speglar en bild
i bildbehandlingsprogrammet eller alla dessa snurrande figurer pa olika hemsidor (for inte tala om
om man spelar TV-spel).

Vi ska héar studera linjdra avbildningar i planet fran en geometrisk utgangspunkt. Under resans
gang kommer vi oundvikligen att ldra oss om matriser, vilka ar rektanguldra taltabeller, och hur
man raknar med dessa. Vi far da tillgang till ett kraftfullt verktyg som anvénds i manga andra
sammanhang, t ex nir man loser linjara ekvationssystem. Detta enda exempel skulle egentligen
vara nog eftersom linjara ekvationssystem &r sa vanligt forekommande inte minst som approxi-
mation till mer komplicerade ekvationer. Men det finns manga andra exempel. Heisenberg och
Dirac formulerade kvantmekaniken med hjilp av matriser dir egenvérden och egenvektorer spelar
en viktig roll (kapitel 10). Tensorer i Einsteins relativitetsteori 4r en generalisering av matriser.
Aven i den rena matematiken finns manga exempel, t ex projektiv geometri, gruppteori, derivata
av funktioner av flera variabler, system av differentialekvationer, Markovkedjor. Listan kan goras
mycket langre. Bilderna nedan ar nagra exempel.

Grafteori.

1 2 0 0 cosmt —sinwt 0
Projektion av roterande kub pa planet z=y. P=- [0 1 1 sinmt coswt 0
2
0 1 1 0 0 1
Arnolds kattavbildning. Itereration av A = <} ;) modulo 1.3

3Mannen pa fotografiet &r John von Neumann, en kind matematiker.



3. VEKTORER

Ett sdtt att representera punkter i planet ar att ligga ut tva vinkelrita lika graderade koordina-
taxlar. Varje punkt i planet svarar pa ett entydigt satt mot en korsning av axelparallella linjer och
pa axlarna avlises punktens koordinater.

. . - a . . o . .
Till varje punkt (a,b) svarar en vektor v = (b) som vi representerar med en pil fran origo till

punkten (a,b).* Talen a och b kallas for komponenter eller element till vektorn #. En vektor behéver
inte starta i origo, genom att parallellférflytta vektorn till origo kan man ldsa av dess komponenter.

Man kan ocksa berdkna komponenterna genom att ta koordinaterna for slutpunkten minus koor-
dinaterna for startpunkten:

3 - 1
Exempel 1. Vektorn som startar i (2, —1) och slutar i (3,1) &r <i’ _ (_21)> = <2)

a

b

positiva. Tdnk sedan igenom fallen att a eller b dr negativa.

Ovning 3.1. Berdikna ldngden av vektorn v = ) Ledning: Bérja med fallet att a och b dr

Langden av vektorn ¢ betecknar vi |¢'|. Avstandet mellan tva punkter dr detsamma som langden
av den vektor som startar 1 ena punkten och slutar i1 den andra punkten.

Ovning 3.2. Hur stort dr avstindet mellan punkterna (a,b) och (c,d).

En vektor med langd 1 kallas for en enhetsvektor. Det ar praktiskt att inféra en beteckning for tva

1
speciella enhetsvektorer, €1 = <0) och €5 = <(1)) Lat oss kalla dessa for basvektorer.

Ovning 3.3. Rita ut & och & i ett koordinatsystem. Lat bada vektorerna starta i origo.

Vi kan addera vektorer genom att addera respektive komponent.
. L [a c\ fa +c L
nen=(3)+(0) =610 -

1En vanligare notation for vektorn dr (a,b), d v s precis samma som fér punkten. I stillet fér ¢ skriver man
ibland @ eller v.



vilket &r geometriskt detsamma som att parallellférflytta den ena pilen och avsétta den efter den
andra och ldsa av komponenterna fér den resulterande vektorn.

Vid addition av tva tal, t ex a och ¢, géller forstas att a + ¢ = ¢ + a, det spelar ingen roll i vilken
ordning tva tal adderas. Detta kallas for den kommutativa lagen vid addition. Nar vi nu adderar
tva vektorer giller foljande ekvation

(o) ()= (20 = () = () () =

d v s den kommutativa lagen géller 4ven addition av vektorer. Detta syns ocksa geometriskt av
parallellogrammen.

Vi kan multiplicera vektorer med tal r&# = r <Z) = (rz>.
r

Resultatet blir en vektor parallell med ¥, pekande at samma hall om r > 0 och at motsatt hall
om r < 0, forlingd om r > 1 eller r < —1 och férkortad om —1 < r < 1. Om r = 0 sa blir
0

0 = = 0. Denna vektor kallas nollvektorn. Att multiplicera en vektor med ett tal kallas for

0
multiplikation med skaldr eller kort och gott skalning.

. 2 1
Ovning 3.4. Antag att ¥, = (3) och ¥y = ( 2). Berdkna a) 1 + v b) -t c) th — 20,

Rita ut vektorerna ¥, U2 samt resultaten i vningarna a) — ¢} i ett koordinatsystem.

Ovning 3.5. Bestdm de tva enhetsvektorer som dr parallella med <4>

Med hjélp av addition och multiplikation med skalar kan vi uttrycka alla vektorer med hjalp av

basvektorerna €7 och é5:
. a 1 0 - -
U= <b) = a(O) +b<1) = a€y + bey

(3)=2()-5() -2 3o

Exempel 2.



4. LINJARA AVBILDNINGAR

Vi ska nu inféra linjara avbildningar av vektorer. Vi ar (forhoppningsvis) vana vid funktioner
y = f(z), dar man stoppar in ett reellt tal z och far ut ett reellt tal y. En avbildning av vektorer ar
ocksa en funktion, men man stoppar in en vektor och far ut en vektor. Geometriskt ar det kanske
lattast att forsta om vi ritar upp tva koordinatsystem.

I figuren ovan verkar avbildningen A. Vi ser hur vektorn ¢ (“urbilden”) avbildas pa vektorn &
(“bildvektorn”), A vrider och forlanger. Vi skriver: @ = A(¥) (jdmfor y = f(z)). Det &r dven
vanligt (se ekvation (4.1)) och, som kommer att framga, val motiverat att utelimnat parentesen
kring ¥. Vi kan alltsa &ven skriva @ = A%.

Att avbildningen A &dr linjdr betyder tva saker:

— —

L1. Summan av tva vektorer avbildas pa bildvektorernas summa: A(¥} + @#3) = A(¥1) + A(¥2).

L2. Om en vektor skalas om sa kommer bildvektorn skalas om med samma faktor: A(rv') = rA(¥).

o " o . L . (2 . (3
Ovning 4.1. Antag att A dr en linjdr avbildning som avbildar v7 pa <6>’ och Vs pa ( 2) (dv

2
s Av = (6) och Aty = ( 32))‘ Hur avbildas 109, + 572 ¢ (Vi kdnner inte till komponenterna till

61 och 172)

.. 2
Ovning 4.2. Antag att A dr en linjdr avbildning som avbildar basvektorerna €, och €5 pa (6)

< _4 b o
respektive < 32)‘ Hur avbildas ( 5 ) ? Hur avbildas <l) ?
- )

En finess med en linjar avbildning ar att den &ar entydigt bestdmd av hur den avbildar basvekto-

rerna: Om vi vet att
1 a 0 c
A(O) - <b) och A(l) - <d) (1)

(vi antar att talen a, b, c och d ar kinda), sd kan vi rdkna ut bilden av varje annan okénd vektor,

sig <$> Vi anvénder reglerna L1 och L2.
)

A1) =a(o() +o() = (1] =2 (=(3)) + 2 (5(0)) = [ 12] =



(=]

(1) () = o o ] = (%) () = (1)

Sammanfattningsvis:
zr axr + cy
A = . 4.2
<y> <br + dy) 42

Det &r nu naturligt att infoéra begreppet matris, vilket betyder en rektanguldr tabell med tal
innanfor en stor parentes. Fast vi har egentligen redan smygstartat:

1 &
<0> och 3) ar exempel pa 2 x 1-matriser, d v s en rektangular tabell med tva rader och en

kolonn. Vi har ju hittills kallat 2 x 1-matriser fér vektorer. Om man vill vara extra tydlig kan man
siga att de dr kolonnvektorer. Det finns dven ett annat sitt att skriva en vektor pa matrisform
nidmligen som en 1 x 2-matris, t ex (1 0) eller (2 —3). Dessa kallas &ven radvektorer. Vi gor ingen
geometrisk skillnad pa radvektorer och kolonnvektorer, men vi behéver kanna till bada nar vi ska
multiplicera matriser. De matriser vi framfor allt kommer anvianda ar 2 x 2-matriser, som alltsa

har tva rader och tva kolonner med element: t ex (Z 2) .

Som vi snart ska se dr det naturligt att forknippa avbildningen A ovan med just denna matris.

5. MATRISER
Precis som man kan addera vektorer komponentvis, kan man addera matriser av samma storlek

elementuis:
a c e g\ _(fa+e c+g\ _ (e g a c
(b d)+<f h)_<b+f d+h>_<f h)+<b d)

Vi ser att additionen ar kommutativ. Multiplikation med skaldr fungerar som fér vektorer, varje
element multipliceras med skalfaktorn:

a c\ (ra rc
b d)  \rb rd
. ; 2 3 0 -1
Ovning 5.1. Berdkna (1 _1) +6 <1 0 )
Nu infér vi multiplikation mellan matriser, férst mellan en 1 x 2-matris och en 2 x 1-matris.
(a b) (2) = ac+ bd (5.1)

Hir dr ordningen mycket viktig, darfér att produkten ar inte kommutativ.’

Exempel 1.

5 4)(_23) —5.944.(=3) = —2

Ovning 5.2. Berikna a) (6 4)( 23) b) (1 —2) <§> o) (3 )

a c .
Denna produkt kan ocksa ses som en produkt mellan vektorerna o = <b> och vy = <d)’ om Vi

gor om den férsta vektorn till en radvektor:
71 - Uy = (a b)(:l) = ac+ bd

5Vi ska strax lira oss multiplicera matriser, 1at oss bara som smakprov papeka att
¢ \ ac  be
b) = .
(d) (@ b) (ad bd)

Detta skall jimféras med (5.1). Resultatet &r alltsa i det hir fallet inte ett tal utan en 2 X 2-matris.



~3

Produkten kallas for skaldrprodukt eftersom resultatet blir en skaldr, d v s ett tal. Vi betecknar
den med en punkt mellan vektorerna.®

Ovning 5.3. Visa att skalirprodukten dr kommutativ (trots att matrismultiplikation inte dr det).

Skalarprodukten har en geometrisk betydelse. Vi borjar med att inféra den vinkelrdta projektionen
av en vektor ¢ pa en linje L.

Om den ena vektorn dr en enhetsvektor parallell med linjen sa dr skalarprodukten lika med ldngden
av projektionen av den andra vektorn pa linjen (med minustecken om vinkeln mellan vektorerna
ar trubbig).

4
6

5

.. 2
Ovning 5.4. a) Hur stor dr vinkeln mellan vektorerna <6> och < 3) ?

1 .
b)Berdkna skaldrprodukten mellan vy = ( 2) och vy = ) Ar vinkeln mellan vektorerna spetsig

eller trubbig?
6

2) pa en linje som dr parallell med

¢) Hur lang dr den vinkelrdta projektionen av vektorn <

3
kt e
vektorn <4)

Rita upp vektorerna och se till att du forstar de geometriska fragorna.

Som vi har sett forutsitter skaldrprodukten att det ar lika manga element i bada vektorerna.

(3vning 5.5. Hur borde man definiera skaldrprodukt mellan vektorer med n komponenter, om n dr
ett heltal > 3¢ (Hur borde man definiera multiplikation mellan en 1 x n-matris och en nx 1-matris?)

(3vning 5.6. Uttryck lingden av en vektor v = <;) med hjdlp av en skaldrprodukt.

Nu till litet stérre matriser. Om vi multiplicerar en 2 x 2-matris och en 2 x l-matris sa ser det ut

sa har:
a ¢ xr ar + cy
= 2
G 9)()=(600) &

Produkten mellan tva matriser blir en matris dar varje element ar en produkt mellan en viss rad
1 den vanstra matrisen och en viss kolonn 1 den hégra matrisen. En god minnesregel ar denna:

()
)
(a c) ar + cy
(b d) <b:13 + dy)
Det forsta elementet 1 resultatmatrisen ar produkten av den forsta raden 1 vanstra matrisen med
den férsta (och enda) kolonnen i den hégra matrisen. Det andra elementet i resultatmatrisen ar

8P4 engelska kallas skaliarprodukt ibland fér dot product.
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produkten av den andra raden i vinstra matrisen med den forsta (och enda) kolonnen i den hogra

matrisen.
@ _01) <_42) - (182120) - Gg)
wning 5. s (1 ) () 0 (0D o (2 ()

Nu atervéander vi till de linjira avbildningarna. JAimfor ekvationerna (4.2) och (5.2). Vi ser att den

Exempel 2.

linjara avbildningen A ar detsamma som multiplikation med matrisen . Detta ar sjilva

a c
b d
poéangen med den hér texten, stanna upp ett tag och begrunda.

Vi kommer i fortsattningen inte skilja pa en linjir avbildning och den matris som vid matrismul-

b d

Resten av texten ar dgnad at att férsta olika egenskaper hos linjira avbildningar, d v s multipli-
kation av matriser med olika varden pa elementen a, b, ¢ och d.

tiplikation gér samma sak som avbildningen utan skriver A = <a C) 7

Vi avslutar kapitlet med att diskutera allmédn matrismultiplikation. Detta kan man hoppa &ver vid
forsta genomlésningen om man vill, det kommer inte att anvidndas férrén i kapitel 8.

Den metod vi beskrivit for multiplikation av matriser fungerar dven fér allmédnna matrismultipli-
kationer. Nu kan man dock inte multiplicera vilka matriser som helst med varandra. Lat oss titta
pa ett exempel som visar pa nir det gar bra:

(216)8_02é:‘11 _(0—2 19 —9)
310\ o 9 o 9 2 -2 -1

Elementet pa férsta raden och forsta kolonnen i resultatmatrisen, 0, fick vi fram fran produkten av
forsta raden i matrisen till vinster med forsta kolonnen i matrisen till héger (jamfér Gvning 5.5):
3
216)[0]=23+41-04+6-(-1)=0
-1

De andra elementen i resultatmatrisen ar berdknade pa samma sétt i enlighet med minnesregeln:
3 0 1\ /-4

0 2115 -1
-1 0 2 0

(2 1 6) (0 -2 19 -9

3 -10 \9 2 -2 -1
Som vi ser forutsitter denna multiplikation att antalet kolonner i matrisen till vanster ar lika
med antalet rader i matrisen till hoger (bada = 3), annars blir det ju ingen vettig skaldrprodukt.

Observera att resultatmatrisen far lika manga rader som matrisen till vénster (2 stycken) och lika
manga kolonner som matrisen till hoger (4 stycken).

En minnesregel som sammanfattar bada dessa observationer ges hér:
@xB)- (Bx4) = (2x4)
Multiplikation av en 2 x 3-matris och en 3 x 4-matris gar bra eftersom antalet kolonner till vanster

= antalet rader till hoger (de &verstrukna 3:orna) och resultatet blir en 2 x 4-matris (det som &r
kvar nér vi strukit 3:orna).

En matris har lika manga rader som kolonner kallas kvadratisk. Kvadratiska matriser av samma

storlek (t ex 2 x 2-matriser) kan alltsa multipliceras med varandra.

-

"Det #r ocksd darfsr vi utelimnar parentesen: A(7) = A%



For att aterknyta till skalarprodukt vill vi anmérka man inte kan matrismultiplicera en 2 x 1-matris
) a\ (¢ . . . T
med en 2 x 1-matris. Uttrycket < ) ( saknar alltsa mening som matrismultiplikation. Det var

darfor vi var tvungna att géra om forsta vektorn till en radvektor.

Ovning 5.8. Kontrollera att minnesregeln stimmer med de olika matrisprodukter vi stott pa tidi-
gare (3 stycken, om man inkluderar fotnétter ).

évning 5.9. Avgor om matrisprodukten dr mojlig och utfor i sadana fall multiplikationen.
2

5 8 16 2
2 -3 4\ (4 -1 1 3
a) | 4 1 8 1 b)< . )< ) c) (4 1)
4 4 -1/l \ 32 0/)\1 4 2 0

2 =3\ (4 -1 2 =1\ (=
(D)0 oG E)()
o . 13 0 -1 .
Ovning 5.10. a) Lat A = < ) och B = < 1 ) Berdikna BA och AB.

2 4 1

b) Lat C vara en kvadratisk matris och definiera C? = CC. Varfor gdller inte (A + B)? = A% +
2AB + B? i allmdnhet? (A och B dr kvadratiska matriser av samma storlek.)

6. GEOMETRISKA OPERATIONER

Vi ska nu forsdka forsta mer om linjdra avbildningar, vi bérjar med ett exempel: A = i) ;)
3 1\ /1 3 3 1)\ /0 1 . o
Observera att <1 2) <0) = <1> och <1 2) (1) = <2>, d v s basvektorerna avbildas pa de
1
kolonnvektorer som A bestar av. Kalla dessa v; = 1 och ¥y = 9

Vi tittar ndrmare pa enhetskvadraten med hérn i (0,0), (1,0), (0,1) och (1,1). T fortsittningen
T

kommer vi forknippa en punkt (z,y) med vektorn ( ) som pekar ut punktens ldge om den startar

<

- 1 1
1 origo. Vi ser att hérnen 1 kvadraten 0 = (g), 2 (0)’ ey = (?) och &1 + &5 = (1) avbildas

pa hornen i parallellogrammen: 0, ¥, @ och @7 + v5. (Lagg mérke till att A0 = 0 oavsett vilken
linjar avbildning A #r.?)

Hur avbildas andra punkter? Om vi véljer en punkt <x

) mnanfor eller utanféor kvadraten och
Yy

. . . . o . xz - - °
vill avbilda den kan vi utnyttja att den gar att uttrycka i basvektorerna ( ) = xéy + yeéy, sa
)

8En avbildning som avbildar (I) pa (1’) + (e), dar (e) ar en konstant vektor, kallas for en translation och
y Y f f .
beskriver en forflyttning utan vridning. I det fallet avbildas nollvektorn pa <f) sa translation dr inte en linjar

avbildning. En avbildning av typen A(z) + (;) (d v s en linjar avbildning plus en translation) kallas fér en affin
Yy

avbildning.
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A(I) = ¥ + yvs. D v s bilden av (:E) hittar man om man gar z ganger i riktning ; och y
Y Y

ganger i riktning 5.

I figuren har vi tdnkt pa 2 = 3 och y = —1. Genom att lata 2 och y vara heltal kan man nu férsta
att bilden av det kvadratiska rutnitet som ges av heltalsmultiplar av basvektorerna avbildas pa
ett rutndt av parallellogram. Vi far alltsa ett nytt koordinatsystem dar ©; och ¥ fungerar som

basvektorer.’

Men varken z eller y behover forstas vara heltal.

Ovning 6.1. Visa, genom att variera x och y mellan 0 och 1 att alla punkter i kvadraten avbildas
pa alla punkter ¢ parallellogrammen. Vilka virden pa x och y ska man vdlja for att studera hur en
viss kant (vdlj sjdlv) @ kvadraten avbildas?

Man kan ocksa forsta att varje kvadrat med sidorna parallella med koordinataxlarna avbildas pa
ett parallellogram likformigt med parallellogrammet pa héger sida. Om man vill avbilda ett annat
omrade kan man tinka sig att det bestar av sma axelparallella kvadrater, dar man véljer dessa
kvadraters storlek beroende pa hur noggrann man vill vara, och sedan avbildar man kvadraterna.

Vi forstar alltsa hela avbildningen genom att studera hur fyra punkter i en kvadrat avbildas. Nu
ska vi titta pa nagra linjara avbildningar som svarar mot enkla geometriska operationer.

0 1L

3 O). Vi ritar ut enhetskvadraten och dess
2

Exempel 1. Beskriv den linjara avbildningen A = <
bild.

Vi ser att avbildningen drar ut i z-led (faktor 3) och trycker ihop i y-led (faktor 2). En cirkel med
radie 7 t ex kommer avbildas pa en ellips med halvaxlar 3r och r/2.

984 har fint blir det dock inte alltid, se vning 6.2d eller slutet pa kapitel 7 for exempel pa undantag.
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Exempel 2. Nu det omvéanda problemet, lat B vara den linjara avbildningen som rotaterar hela
planet 180° kring origo (vi motiverar varfor rotation ar en linjdr avbildning ldngre fram i detta
kapitel). Hur ser matrisen B ut?

Det ricker att titta pa basvektorerna. Roterar man &7 180° far man ju —é7. Den forsta kolonnen

. . -1 . arn s o S . . .
1 B ska alltsa vara < 0 ) Pa samma sitt géller Béy = —¢&5, sa den andra kolonnen i B maste

0 oo . —
vara . Nu kan vi skriva upp matrisen: B = o

-1 0 -1

en godtycklig vektor: B (I) = <—;1:) =— (13)
) -y )

Ovning 6.2. Beskriv geometriskt de linjira avbildningar som svarar mot féljande matriser, genom

att avbilda kvadraten med hérn ¢ (0,0), (1,0), (0,1) och (1,1):

TR R BT R

(3vning 6.3. Skriv upp matrisen for avbildningen "spegling @ z-azeln” genom att studera hur bas-
vektorerna avbildas. Varje punkt avbildas alltsa pa den punkt den ser ut att vara i om den tittar
pa sig sjilv 1 en spegel som ligger lings x-axeln.

. Vi kontrollerar genom att avbilda

10
0 1
med den far man tillbaka samma vektor, ¥ = ¥, oavsett vektorn ¥ sa allting ser identiskt ut. Den
fungerar som talet 1 gér vid multiplikation av tal.

En viktig matris &r denna: I = > Den kallas fér tdentitetsmatrisen. Nar man multiplicerar

Rotation &r forstas en linjar avbildning, for var 6vertygelse tanker vi igenom villkoren for linearitet:

Ovning 6.4. Hur ser matrisen R ut som beskriver rotation en vinkel 6% Ledning:

Kalla bildvektorerna till basvektorerna for v1 och vs. Observera att ¥ och U5 dr ocksa enhetsvekto-
rer. Ddrfor kan man uttrycka koordinaterna till dessa vektorer 1 bara sinus och cosinus, se figuren.
Matrisen ges sedan av R = (¥ ¥2). Kontrollera ditt svar med matrisen B i ett tidigare exempel
samt dvningarna 6.2 a och ¢ ovan. (En annan koll du kan géra dr att sdtta in § = 0. Dd ska du fa
fram identitetsmatrisen eftersom rotation 0° svarar mot ingen rotation alls.)

(")vning 6.5. De hdir évningarna krdver mer arbete. Hitta matriserna till félyande linjdra avbild-
ningar:

a) Projektion pd linjen y = kz.

b) Spegling i linjen y = kzx.



7. AREASKALA OCH ORIENTERING

Vi har sett att A = <Z 2) avbildar basvektorerna pa den parallellogram som ges av kolonnvek-

torerna 1 A.

Ovning 7.1. Visa att arean av parallellogrammen som ges av <Z> och <2> t figuren nedan dr
ad — be.

Eftersom arean av en enhetskvadrat &r 1 sa ser vi att arean d4ndras med en faktor ad — be. Eftersom
avbildningen ar linjar kommer alla omraden som avbildas med denna avbildning att forandra arean
med denna faktor. Man siger att areaskalan (forstoringsgraden) ar ad — be i det hér fallet. Om
areaskalan dr mindre &n 1 &ar det alltsa fragan om en férminskning.

Ovning 7.2. Bestdm areaskalan for <i ;) Ar avbildningen férstorande eller férminskande?

Z fl) ar ad — be. Det
har vi inte gjort, och det &r inte riktigt sant heller. Figuren i 6vning 7.1 &r ju inte representativ for
alla avbildningar, den bara hinsyn till det fallet att vektorerna ligger pa ett visst sdtt. Det skulle

ju kunna se ut t ex sa har istallet.

Nu kan man forledas att tro att vi bevisat att areaskalan for en matris <

I figuren till vanster kan vi latt berdkna areaskalan med hjalp av 6vning 7.1: byt bara namn pa
vektorerna, d v s byt plats pa a och ¢ samt b och d. Resultatet ar be — ad = —(ad — bc), sa i det
fallet ar alltsa ad — be negativ. T stallet for att ga igenom alla olika fallen, ger vi i Appendix A ett

trigonometriskt bevis for att areaskalan for <i 2) ar |ad — be|, d v s ad — bc om detta dr positivt,

annars bc — ad.

Talet ad — be kallas for determinanten till matrisen A = C) och den betecknas det A. Deter-

a
b d
minanten ar alltsa antingen +areaskalan eller —areaskalan. Vad innebér det att determinanten &r

negativ? Vi jamfor bilden av basvektorerna i matriserna A = <i ;) och B = <; i)) Beteck-

ningar: ¥y} = Aé},Uy = Ay samt Wy = Bey, Wy = Bés.

I avbildningen A har vi det A = 5 > 0. I detta fall har bildvektorerna ”samma orientering” som
basvektorerna: ”Om man tittar i den riktning som vektor 1 har sa ligger vektor 2 till vanster”. I
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avbildningen B giller det B = —5 < 0 och bildvektorerna har ”motsatt orientering” jamfért med
basvektorerna, vektor 2 ligger ju till hoger.

Tecknet for determinanten bestdmmer alltsa om orienteringen ar ofordandrad eller omkastad.

Ovning 7.3. Studera avbildningarna i kapitel 6. Berdkna determinanten och bestim areaskala
samt avgér om orienteringen dr densamma eller omkastad. Notera speciellt determinanten for
rotation, spegling och projektion.

Vi har hoppat 6ver fallet dir determinanten ar 0, ad = be. I detta fall r kolonnvektorerna i matrisen
A parallella eftersom 4 _ 5.10 Hela planet avbildas da pa en linje parallell med kolonnvektorerna

(eller pa origo). Bilden av enhetskvadraten blir inte en parallellogram utan en stricka (eller origo)
som forstas har area 0, varfér areaskalan blir 0.

Om det A = 0 sa kallas matrisen A f6r singuldr (vilket betyder ”speciell” pa engelska). Detta ar
ett viktigt fall att halla reda pa eftersom avbildningen beter sig sa annorlunda.

8. SAMMANSATTNING AV AVBILDNINGAR

Vi ska nu utféra flera linjara avbildningar efter varandra. Lat oss borja med tva avbildningar, A
och B. Om vi utfor forst A och sedan B och fdljer en vektor # genom avbildningarna kan det se
ut sa har:

Vi antar att A¥ = @ och BwW = 4. Nar vi sdtter samman dessa tva avbildningar far vi en avbildning
direkt fran forsta till tredje koordinatsystemet, lat oss kalla denna avbildning C. Nu ska vi se hur
man berdknar C' utgaende fran A och B. Fran sambandet mellan vektorerna ovan ser vi att

i = BW = BAV

Vi paminner om att A och B ar 2 x 2-matriser och att ¢ 4r en 2 x I-matris. Man kan tycka
att vi i ekvationen ovan borde skriva @ = B(A%) for att betona att man forst ska rikna ut Av
(d v s @) och sedan multiplicera med B. Paranteserna &r dock inte nédvindiga. Pa samma sétt
som nédr vi multiplicerar tre tal zyz kan berdkna detta antingen som (zy)z eller z(yz) vilket
ger samma resultat, galler denna regel for matriser ocksa. Detta kallas for den associativa lagen

10H4r antar vi férstas att varken b eller d &r 0. Om b = 0 si 4r antingen a = 0 eller d = 0. I fallet « = 0 s

0
ar forsta kolonnvektorn ( ) nollvektorn, vilken ar parallell med alla vektorer. I fallet d = 0 sa dr kolonnvektorerna

a c
(0) och (0)7 vilka ar parallella. P4 samma sitt fair man samma resultat om man startar med d = 0.
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vid multiplikation.’ Vi kan t ex skriva @ = (BA)¢. Men vad &r BA for nagot? Minnesregeln for
matrismultiplikation fran kapitel 5 ger (ga tillbaka om du hoppade 6ver detta forut): (2x2)-(2x2) =
(2 x 2) d v s att matrisprodukten gar bra och att resultatet ar en 2 x 2-matris.

BA ar alltsa en 2 x 2-matris som avbildar ¢ pa @. Eftersom det hir resonemanget fungerar oavsett
vilken vektor ¥ vi véljer, maste BA vara den sékta avbildningen C'. Alltsa ar C en linjar avbildning
och C = BA. Observera ordningen pa matriserna A och B.

Ovning 8.1. Lat A vara avbildningen "rotation 90° kring origo” och B vara avbildningen ”spegling
t lingeny = x”.
a) Skriv upp matriserna A och B.

b) Ldt C vara den sammansatta avbildningen ddr man férst vrider 90° och sedan speglar. Berdkna
matrisen C. Vilken enkel geometrisk operation utfor C'?

¢) Ldt D vara den sammansatta avbildningen ddr man forst speglar och sedan vrider 90°. Berdkna
matrisen D. Vilken enkel geometrisk operation utfor D?

Detta dr alltsa dnnu ett exempel som visar att den kommutativa lagen inte gdller matrismultipli-

kation eftersom BA # AB

Ovning 8.2. Berdkna sammansdttningen av rotation en vinkel o och rotation en vinkel B pd tvd
sdtt:

a) Kalla matrisen for rotation en vinkel § for Ry. Skriv upp matriserna R, och Rg (se duning
6.4). Berdikna den sammansatta avbildningen genom att multiplicera matriserna: RgR,

b) Tdink litet och kom pd vilken enkel geometrisk operation som den sammansatta avbildningen
beskriver. Efter denna insikt kan du direkt skriva upp matrisen for den sammansatta avbildningen
(med hjilp av dvning 6.4).

Eftersom dessa tva matriser beskriver samma linjdra avbildning dr matriserna lika, d v s varje
element 1 den ena matrisen dr lika med motsvarande elementet i den andra matrisen. Du har nu
bevisat tva trigonometriska formler som du antagligen stétt pa tidigare.

Kommentar: Efter man satt matrisen 1 a) lika med matrisen i b) dr det l4tt att bevisa att RgRy =
R, Rg. Ibland kan man alltsa byta ordning i en matrisprodukt. Om den kommutativa lagen géllde
sa skulle man alltid kunna byta ordning, men bara foér att man kan byta ordning ibland betyder
det inte att den kommutativa lagen géller, som vi sett exempel pa tidigare.

Ovning 8.3. Berdkna sammansdttningen av en projektionen med sig sjilv. Ta t ex P = ﬁ <} })

och berdkna P?. Geometrisk tolkning av resultatet. Berdkna dven P" dér n dr ett positivt heltal.

évning 8.4. Antag att A och B dr 2x2-matriser. Visa att determinanten av produkten dr produk-
ten av determinanterna, det AB = (det A)(det B), genom att studera areaskalan och orienteringen
t den sammansatta avbildningen.

Om man sitter samman flera linjara avbildningar &n tva blir det férstas ocksa en linjar avbildning,
det dr bara att ta tva i taget och utnyttja den associativa lagen.

HTLat A, B och C vara tre linjiara avbildningar som man kan sitta samman i tur och ordning. Den associativa
lagen vid multiplikation siger att (CB)A = C(BA). Varfér giller den? Vi féljer en godtycklig vektor ¢; genom
avbildningarna som i figuren.

Hur avbildas ¢ av avbildningarna (C'B)A respektive C'(BA)? Vi ser i figuren att (CB)Av; = (CB)t, = U4 och
pa samma sitt far vi C(BA)d; = Cds = U4. D vs (CB)A 4r samma avbildning som C(BA).
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9. INVERS AVBILDNING

Det &r ldtt att skriva upp matrisen till en linjara avbildning som avbildar enhetskvadraten pa ett

parallellogram som ges av vektorerna <;) och <2) A= <Z 2) Hur ser matrisen ut till den

omvéanda avbildningen, den som avbildar parallellogrammen pa enhetskvadraten?

Denna avbildning (om den finns) kallas for den inversa avbildningen och betecknas med A=1.12 Vi
ska hitta matrisen till den inversa avbildningen genom att dela upp den 1 enklare avbildningar och
sedan sitta samman dessa. Lat oss forst titta pa en avbildning dar det &r l4tt att skriva upp den
inversa matrisen. Den hir sortens avbildning kallas fér skjuvning:'3

(1 h 1 (1 —h
M_<0 1) och M _<0 1)

Vi kontrollerar bilden. Det racker forstas att avbilda vektorerna som &r sidorna i parallellogram-

1 h
men. Klart M avbildar basvektorerna pa (0) och (1) Nu kollar vi den inversa avbildningen:

1 1 h 0
M1 <0) = <0> och M~! (1> = <1> . Vi far tillbaka basvektorerna, som vi avsag.

Nu ska vi hitta A~!. Vi utfér vissa avbildningar utan att i detalj férklara hur vi kom fram till dessa.
Sa far man lov att gora ibland for att inte bli for omstandig. Det viktiga &r att du kontrollerar
rdkningarna och ser att de gor vad vi pastar att de gor. Forst skjuvar vi tillbaka och skalar om i
vertikal led:

10
=2

120m man vill vara noggrann si definierar man A~! som en matris med egenskapenatt AA~=1 = JToch A=1A = T.
Invers matris motsvarar division mellan matriser. Jimfér med tva tal a,b dir o # 0: a7 1b = ba~! = % Déaremot

kan man inte skriva % med tva matriser eftersom A~!'B och BA~! inte behdver vara lika.

13 Observera att areaskalan dr 1, rombens area ar lika med kvadratens.
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Sedan skjuvar vi tillbaka i horisontell led.

1 —c
— ad—bc

Slutligen skalar vi om med en faktor 1/a i z-led och 1/(ad — be) i y-led.

()
M3 B <0 adibc)

Nu sédtter vi samman avbildningarna. Fér att paminna oss om ordningen ser vi att

s ()- )
w3 )

84 den sokta inversen ar A~' = M3 Mo M.

och

d —c
o , —— d -
Ovning 9.1. Visa att A=! = MgM,M; = (“d__bbc “da_bc) = adibc <—b ac)‘
ad—bc ad—bc

I hédrledningen antog vi att avbildningen sag ut pa ett speciellt satt. Géller formeln for inversen i
andra fall?

Ovning 9.2. Antag att ad — be # 0. Visa, genom att anvinda formeln for A= i évning 9.1,
att AA=Y = T och A='A = I. Slutsatsen dr att denna formel gdller oavsett matris (sd linge
ad — be #0).

Om ad — be # 0 sa kallas matrisen A inverterbar (d v s samma sak som icke singuldr). Om A ar
inverterbar sa har alltsa A en invers och vi kan berdkna den med formeln i évning 9.1.

évning 9.3. Berdkna inversen till avbildningen "rotation en vinkel o kring origo”. Berdkna in-
versen till en spegling. Tdnk efter ¢ bada fallen vad svaren borde bli och kolla att det stammer.
Kontrollera slutligen svaret genom att multiplicera matris med invers matris och se att du far
tdentitetsmatrisen.

Exempel 1. Ekvationslésning.

Vi ska visa hur matrisinvertering kan anvidndas for att 16sa ekvationssystem. Betrakta foljande
ekvationssystem:

—2x+3y=4
r—y=>=5



Vi ska hitta tal  och y som léser bada ekvationerna. Vi skriver om det som en matrisekvation:

3 2)0)=0) o

13
1 2

()

Vanster sida kan vi forenkla pa féljande satt:

a()=1C)=C)

dar I forstas ar identitetsmatrisen. Utfor multiplikationen pa hoger sida:

SO0 06
(-2

Finns det ndgon invers om determinanten ar 0, d v s ad = be (t ex projektioner)? Vi sag i slutet
av kapitel 7 att kolonnvektorerna i detta fall &4r parallella. Finns det nagon mgjlighet att avbilda
kolonnvektorerna pa basvektorerna?

-2 3
1 -1
med A~! fran vanster:

Definiera A = ( ) och berikna A~! = < ).14 Multiplicera bada led i ekvation (10.2)

Slutsatsen ar saledes

och vi har 16st ekvationssystemet.

Om vi avbildar (;) pa <(1)), sa kommer p g a att A &r linjar <;) avbildas pa en vektor parallell

med (1) . Bilden av kolonnvektorerna kommer alltsa alltid att vara parallella och vi kan inte

aterskapa basvektorerna. Det finns ingen invers. Projektioner saknar darmed invers.

Ovning 9.4. Antag att A dr inverterbar. Visa att det A=! = 1/(det A), genom att anvinda resul-
tatet 1 ovning 8.4.

Exempel 2. Antag att A &ar en linjar avbildning och

-

AT =0
Vi ska bevisa att om ¥ # 0 sa maste A vara singulér, d v s om @ inte ar nollvektorn, si saknar A

invers (detta kommer vi ha anvindning for i kapitel 10).

Vi bérjar beviset pa ett sdtt som kan tyckas litet bakochfram. Vi antar att A har en invers. Vad
innebir det? Da kan man multiplicera ekvationen ovan med A~! fran vinster:

ATTAT = AT0
Vi forenklar bada sidor (jamfor féregaende exempel):
=0

Dirmed kan vi dra den énskade slutsatsen att om ' # 0 sa saknar A invers. Varfér da? Jo, om
7 # 0 och A har invers sa vet vi med resonemanget ovan att ¥ = 0. Men det gar ju inte att v £ 0
och ¥ = ( samtidigt, alltsa kan inte A ha en invers. Stanna upp ett tag och tink igenom detta.l®

14Vi ser att det finns en invers eftersom ad — bc = —1 # 0.
15 Denna bevismetod kallas for indirekt bevis.
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10. EGENVARDEN OCH EGENVEKTORER

Ibland avbildas vissa vektorer pa en parallell vektor.
0 N /2y /1
-1/\0/ \0/ "\0
0 0 0 0
= =1
-1/ \u -1 1

1 §
Vi siger att @7 = <0) ar egenvektor till <é _01> med egenvdirde r1 = 2. Pa samma satt ar

O N O N

Uy

<(1)) egenvektor till <é _01) med egenvérde ry = —1.

Ovning 10.1. Titta tillbaks pd uppgift 5.7 och 5.9a). Kan vi sdga ndgot om egenvdrden eller
egenvektorer till de kvadratiska matriserna?

Ovning 10.2. Utnyttja den geometriska karaktdriseringen av matriserna i évning 6.2 b)-e) och
hitta egenvdrden och egenvektorer till matriserna. (Finns det en vektor som avbildas pd en parallell
vektor? Finns det flera?) Forstd vilka egenvirden en spegling har respektive vilka egenvdrden en
projektion har.

I allménhet defineras egenviarden och egenvektorer pa foljande vis:

. . . L= 0
Definition. Antag att vi har en matris A, ett tal r och en vektor 7 £ 0 = (0) Om

AV = ri (10.1)
sa kallas v for egenvektor till A med egenvdrde r.

Tva kommentarer:

. 0 .
1. Talet 0 kan vara ett egenvarde (se évning 6.2 d), men <0) rdknas inte som egenvektor.

2. Antag att @ dr en egenvektor till A med egenvérde r. Lat # vara en parallell vektor: 4 = ¢¢.

Avbilda 4 med A:
AU = A0 = tAT = trv = rtt = rd

Vi anvande hir att A ar linjar och vart antagande om ¢. Om vi tittar pa forsta och sista ledet,
ser vi att @ ocksa ar en egenvektor till A med egenvarde r. Slutsatsen &r att egenvektorer inte ar
entydiga utan varje parallell vektor till en egenvektor (utom nollvektorn) ar en egenvektor med
samma egenvérde.

Nu till det allmédnna problemet, givet en matris A = ) , hur hittar vi egenvarden och egen-

a ¢

b d

vektorer? D v s hur hittar vi » och ¥ = (.13) + (8) som uppfyller
)

AG = i = <8> (10.2)
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(vi har bara flyttat om litet i ekvation (10.1)). Vi anvénder identitetsmatrisen och skriver om r#"

Lo (r 0) .
rv_'rh)_(o r)v

For in detta i ekvation (10.2), med ¢ = x)
Y

a c\(x\ [(r 0\ [ fz\ _ (0

b d) \y 0 r)\y/ \0
For matriser géller den distributiva lagarna, t ex (A — B)C' = AC' — BC. Nu anvénder vi denna
regel baklanges och bryter ut <x> at hoger:

)

(G 5)-G2)6)=0)
(2" a2) ()=o) s

Om <I> skall vara en egenvektor sa kan inte bade 2 och y vara 0, enligt definitionen. Darfér maste

vilket vi kan skriva som

a—r
b d—

(a—r)(d—r)—be ar 0. Denna ekvation kallas den karaktdrisktiska ekvationen, vi skriver den som:

matrisen ( r) vara singulér, se Exempel 2 1 kapitel 9. Detta innebér att determinanten

16
r2—(a—|—d)r—|—ad—bc:0

Lésningarna till denna andragradsekvation, ar saledes egenvirdena till matrisen A, kallaldsningarna
r1 och ro.

Om vi nu sétter r = ry i ekvation (10.3) och l8ser ekvationssystemet for z och y sa har vi hittat

en egenvektor med egenvéarde rq. Kalla egenvektorn @ = <x1)’ den uppfyller alltsa
Y1
a—r c z1) (0
b d—ri ) \y/) \O

(@—7r)z1+ey1 =0 (10.4)
b;L‘l + (d - 7“1)@/1 =0 (105)

dvs

I praktiken ar detta ekvationssystem latt att 16sa. Eftersom <a _brl) och <d _C 7“1) ar parallella
(de ar kolonnvektorerna i en singuldr matris) sa ar varje l6sning till ekvation (10.4) ocksa en 16sning
till ekvation (10.5). Darfér kan man vilja vilken lésning 1) som helst till nagon av ekvationerna,
och det finns manga (jamfor kommentar 2 tidigare i kapityllet).

Darefter gér man pa motsvarande siatt med det andra egenvardet, ry, och hittar dess egenvektor
som vi kan kalla ¥5.

Exempel 1. Vi ska ta fram egenvirden och egenvektorer till 5vning 5.7 ¢). Egenvirdesekvationen
blir 72 4+ r — 6 = 0 med rétter r; = 2 och r, = —3. Fér egenvirdet r; = 2 maste motsvarande

egenvektor 7] = <m1) uppfylla t ex ekvation (10.4):
Y1
—4xy +4y1 =0

16 L4gg mirke till att determinanten ad — be finns med i ekvationen. Den andra koefficienten, ¢ + d. summan av
diagonalelementen i matrisen A, har ocksa ett namn; den kallas for spdret.
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1
Lésningen kan valjas till v; = <1) eller en multipel ddrav. Denna egenvektor kinde vi redan till

fran 6vningen. Det andra egenvirdet ro = —3 ger pa samma sétt foljande ekvation for egenvektorn
z

172 = < 2)1
Y2

En 16sning i detta fall ar ¥ = <

o+ 4ys =0

= (8- (1) (1) -

Ovning 10.3. Hitta egenvirden och egenvektorer till Gvning 5.7 b).

4
1). V1 kontrollerar att vi raknat ratt:

Aven om bilden av basvektorerna bestimmer avbildningen, ar det inte alltid sa tydligt vad avbild-
ningen gor. Vi far mer kunskap om avbildningen med tillgang till egenviarden och egenvektorer.
I den riktning som ges av en egenvektorer &r ju avbildningen mycket enkel, en férstoring eller
forminskning och majligen en omkastning av riktning beroende pa om motsvarande egenvirde r
ar negativt.

Ovning 10.4. Titta pd den forsta figuren i detta kapitel. Determinanten for avbildningen dr —2
och detta dr ocksa produkten av egenvirdena: 2- (—1). Bevisa att determinanten alltid dr lika med
produkten av egenvdrdena.

Ovning 10.5. Hur ser egenvirdena ut till rotationer, t ex Gvning 6.2 a)? (Vilka sorts losningar
har egenvdrdesekvationen? Se dven Appendiz C.)

En matris A = <

b) kallas symmetrisk eftersom den dr symmetrisk med avseende pa spegling

a
b d
i diagonalen a—d.'”

Ovning 10.6. Denna duvning dr svdar. Visa att symmetriska matriser har (reella) egenvdrden.
(Ledning: Skriv upp den allmdinna formeln for lésningen till den karaktdristiska ekvationen for
en symmetrisk matris. Anvdnd den férsta och andra kvadreringsregeln under roten. Hur vet man
att man alltid har (reella) lésningar? )

Ovning 10.7. Denna évning dr ocksd svir. Visa att symmetriska matriser med olika egenvirden
r1 # ro har vinkelrdta egenvektorer ¥y -¥a = 0. (Ledning: For symmetiska matriser gdller iy - Aty =
iy - Atly for alla vektorer iy och iiy. Visa detta! Tillimpa sedan det pd egenvektorerna v och ¥s. )

17Inom kvantmekaniken 4r ett slags symmetriska matriser det centrala objektet. T ex energinivdernai en atom
kan inte anta vilka virden som helst. De mdjliga energierna dr egenvirdena till en matris.
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11. APPENDIX A — TRIGONOMETRISK HARLEDNING AV AREASKALAN

Vi ska visa hur stor arean ar i ett allmént parallellogram som ges av (;) och <2) .

Antag att den minsta vinkeln mellan vektorerna &r «. Parallellogrammen bestar av tva kongruenta
trianglar. Lat A, B och C beteckna langden pa sidornas i triangeln som i figuren ovan.

A% = a? + b2
B2:(a—c)2—}—(b—d)2

02 — C2 4 d2
Enligt cosinussatsen géller foljande samband
B* = A? 4+ C? —2AC cosa (11.1)

Enligt sinussatsen far vi parallellogrammens area P (som &r dubbla trianglens area) pa foljande
satt.

P =ACsna (11.2)

Enligt ” trigonometriska ettan” sa giller att cos® a +sin” a = 1 oavsett vinkel a. Vi ska nu anviinda
detta samband och bli av med vinkeln a, som inte intresserar oss. Skriv om ekvation (11.1) som

A+ C* - B?
2
Tag kvadraten pa bada sidor av denna ekvation och addera kvadraten pa bada sidor av ekvation

(11.2):

= AC cos o (11.3)

(A2+C2—B2)2

2 + P?= A%C?cos®a + A’C?sin® a =

= A202<C082 a+sin? a) = A?C?
dér vi brutit ut A2C? och anvint den trigonometriska ettan. Vi flyttar éver férsta termen fran
vinsterledet sa vi far P? ensamt dir, det &r ju P vi letar efter.
(AZ + 02 _ B2)2
4

Nu forenklar vi: Anvand de forsta formlerna som relaterar stora bokstaver till sma. Forsta termen:
A202 — ((12 4 b2)(62 T dQ) — [1262 +(12d2 4 b262 +b2d2
Det visentliga 1 andra termen:

A2+02—32:a2+b2—|—c2+d2—((a—c)2—|—(b—d)2) -

P2 — A202 _

—a?+ b2+ +d% - (a2—2ac—|—c2+b2—'2bd—|—d2) =
=2+ +P+d? -+ 2 -2 - +20d—d* =

= 2ac+ 2bd = 2(ac + bd)
Alltsa blir den andra termen:
(AZ + B2 + 02)2
4

= (ac+ bd)2 = a%c® + 2adbe + b%d?
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Subtrahera forsta termen fran andra

P?=a%c? 4+ a®d® + b2 + b2d® — ((1262 + 2adbe + b2d2) =
= a?c? + a%d? + b2e? + b%d? — a®c? — 2adbe — b2d? =

= a%d® + b?c? — 2adbe = (ad — bc)2

dar vi i sista ledet anvande andra kvadreringsregeln baklanges. Slutligen drar vi roten ur bada led.
Positiva kvadratroten maste det vara eftersom P &r en area.

P =+/(ad — bc)?

d v s arean ar ad—bc om detta ar positivt, annars be—ad. Detta kan man ocksa skriva som |ad —be|.
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12. APPENDIX B — LINJARA AVBILDNINGAR I RUMMET

T detta avsnitt tittar vi pa linjara avbildningar i (det tre-dimensionella) rummet. Resultaten &r
analoga med motsvarande resultat 1 planet, vi skriver ner dem utan motivering.

En linjar avbildning 1 rummet definieras som tidigare, men vektorerna har tre komponenter istallet
for tva. En linjar avbildning i rummet ar detsamma som multiplikation med en 3 x 3-matris. En
godtycklig linjar avbildning i rummet ser alltsa ut sa hér.

a d g
A=1b e h
c f 1

Determinanten har en mer komplicerad formel
det A = aei —ahf+ bfg — bdi + cdh — ceg

(Det dr ingen mening att lira sig denna utantill, ndr man ska berdkna dessa determinanter finns
det andra metoder.) Absolutbeloppet av determinanten &r volymen av det parallellepiped som
spanns upp av kolonnvektorerna i matrisen. Om alla kolonnvektorerna ligger i1 ett och samma plan
ar alltsa determinanten 0.

Man kan tala om orientering av vektorer i rummet, tva vektorer definierar ett plan och den
tredje kan ligga pa den ena eller andra sidan av planet.'® Tecknet fér determinanten avgér om
orienteringen bevaras eller omkastas. Byter man plats pa tva kolonnvektorer eller tva radvektorer
andrar determinanten tecken.

Om determinanten ar skild fran 0, s& finns det en invers matris A~! som uppfyller AA™! = A=14 =
I, dar I ar identitetsmatrisen

10
0 1
0 0

Det finns ingen enkel formel for inversen till en 3 x 3-matris A, man berdknar 1 allménhet inversen
genom att 18sa ett ekvationssystem (ndmligen AA™! = T).

0
0
1

Egenvirden och egenvektorer defineras precis som tidigare. (Vi har ju redan sett ett exempel,
évning 5.9 a).) Nir man ska rdkna ut egenvirden och egenvektorer kommer man med samma
resonemang som for ekvation (10.3) i kapitel 10 fram till att

a—r d g
det b e—r h =0.
c f i1—r

Detta leder till en tredjegradsekvation i r och det finns formler fér att 16sa dessa.!®

18Detta 4r nadgot som man kan kidnna igen fran fysiken, t ex induktionskraftens riktning pa en elektriskt strom
i ett magnetfilt.

19Det finns formler fér 18sning av allminna fjirdegradsekvationer ocksd. Dessa formler for tredje- och
fjirdegradsekvationer innehaller (precis som formeln fér andragradsekvationen) de fyra riknesitten och rotutdrag-
ning. Man kan visa att for ekvationer av femte och hégre grad finns det didremot inga formler! Med detta menas
inte bara det faktum att ingen hittat nagon formel, utan det mycket starkare pastaendet att det inte gar att skriva
upp den allmédnna 18sningen pa detta sdtt. Detta resultat 4r en del av &mnet Galoisteori och slutsatsen baseras pa
vissa symmetrier i ekvationer, se Appendix D.
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13. APPENDIX C — KOMPLEXA TAL

I 6vning 10.5 letade vi 16sning till ekvationen 22 + 1 = 0. Den saknar reella 1&sningar, men har
16sning om man tillater 16sningen att vara ett komplext tal. T detta avsnitt berdttar vi litet om
komplexa tal.?®

Det kan tyckas konstigt for oss idag, men det fanns en tid ndr man funderade mycket 6ver om
ekvationen 22 — 2 = 0 hade 18sning. Lésningarna 4++/2 ar sjilvklara fér oss. Beteckningen /2 r
en symbol for ett tal vars kvadrat ar lika med 2. Genom att rdkna med symbolen och titta pa en
tallinje och ténka sig en punkt nagonstans nara 1.4142 har vi vant oss vid symbolen.

Pythagoréerna aldrig inte ha ngjt sig med detta. Fér dessa var ett tal samma sak som ett rationellt
tal, d v s ett tal som kan skrivas som P s p och ¢ ir heltal och ¢ # 0. Man kan bevisa att /2 inte
q

kan skrivas pa detta sitt, och /2 ar darfor ett irrationellt tal.?* Sa fér Pythagoréerna var lingden
av diagonalen 1 en enhetskvadrat inte ett tal.

Genom att lagga till de irrationella talen till de rationella talen sa far vi de reella talen och tallinjen
blir utan hal. Men de reella talen duger alltsa inte till att 16sa 2 + 1 = 0. Foér att vinja oss vid
16sningar till denna ekvation, infér vi en symbol, i, som uppfyller i2 + 1 = 0 (d v s motsvarar
v/—1). 1 6vrigt behandlar vi den som vilket tal som helst, vi anvéinder de fyra riknesétten (precis
som vi gér med /2 utan att tinka). Det visar sig att alla tal som man kan bilda pa detta sitt kan
férenklas (genom att anvinda i? = —1 vid strategiska tillfillen) till @ + b - ¢, dir a och b &r reella
tal. Dessa tal kallas for kompleza tal.

En synonym till ordet ”komplex” ar ”sammansatt” och detta tal 4&r sammansatt av tva delar: a
kallas realdel och b kallas imagindrdel. De reella talen ar alltsa det specialfall av de komplexa talen
dar imaginérdelen ar 0. Bokstaven ¢ kommer forstas fran ordet imaginér.

Vad blev det av 1&sningen till 2% + 1 = 07 Jo, i ar férstas en rot och —i #r den andra: (—i)? =
(=1)%i? = 1(—1) = —1. Lésningarna &r alltsd de komplexa talen med a = 0 och b = 1 respektive
a = 0 och b = —1. Men nu kommer det fantastiska: Alla 16sningar till alla polynomekvationer
(inte bara andragradsekvationer) dr komplexa tal och kan alltsa skrivas a + bi.?? Detta kallas fér
algebrans fundamentalsats och ar ett tillrackligt argument for att man borde kénna till komplexa
tal. Sedan har de dessutom vildigt tilltalande geometriskt innehall. Rekommenderas varmt.

20Endast reella egenvirden har nidgon mening i den geometriska bild vi presenterat hittills, si detta avsnitt
skadnker ingen utdkad forstaelse for egenvirden. Diaremot dr komplexa tal i sig en enormt viktig del av matematiken
och detta dr anledning nog att introducera dem nir nu fragan uppkommit.

21Det finns ett klassiskt och enkelt bevis for att \/5 ar irrationell som anvinder sig av en bevisteknik som kallas
motsdgelsebevis.

22Déremot finns det ingen allmin formel fér 18sningen till ekvationer av grad fem och hégre, se fotnot 16.
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14. APPENDIX D — (GRUPPTEORI

Symmetrier har stor betydelse i matematik och fysik. Om en ekvation har en viss symmetri sa
sdger det nagot om lésningarna till ekvationen. I detta avsnitt ska vi inféra en abstrakt algebraisk
konstruktion som kallas for en grupp. Vi ska anvinda symmetrier hos en en enkel geometrisk figur
som motivering.

Betrakta féljande figur:

Vi ska studera linjéra avbildningar som bevarar figuren. Dessa avbildningar kénnetecknas av att
om nagon utfér en sadan medan vi blundar, sa mérker vi ingen skillnad nar vi ppnar 6gonen igen.
For att kunna diskutera dessa operationer sa mérker vi temporart rektangelns horn.

1 _ /)
Figuren &ar bevarad under rotation 120°, R = 2 <\/% _\/1§>

2

1 _ <
Figuren &r bevarad under rotation 240°, S = - <_\/1§ \_/f)

Figuren ar bevarad under rotation 360°, men det dr ju samma sak som ingen rotation alls, d v s
identitetsavbildningen I. Vi har hittat alla symmetrioperationer som bevarar figuren. Kalla denna
uppsattning linjara avbildningar fér G = {I, R, S}.

Observera att om vi sdtter samman tva avbildningar i GG sa blir resultatet alltid en av avbildning-
arna i (G. D v s om vi multiplicerar tva element i (G sa blir produkten ett element i G. Detta kallar
man att G dr sluten med avseende pa multiplikation.?? Vi kontrollerar detta pastaende med en
multiplikationstabell.

22Tv4 andra exempel: Mangden positiva heltal dr sluten med avseende pa addition. Varfér? Om man tar tva
positiva heltal och adderar dessa sa far man ett positivt heltal. Midngden positiva heltal ar inte sluten med avseende
pa subtraktion. Varfér inte?



I||T |R|S
R|R|S |I
SIS |I |R

Vi ser ocksa att varje element i G har sitt inversa element i G: I &r ju sin egen invers och eftersom
SR = RS = I sa giller att S~' = R och R=! = S. Produkten &r associativ, den egenskapen
géller ju for matriser. Slutligen finns det ett identitetselement i G, nar man multiplicerar med [ sa
hénder ingenting.

Dessa egenskaper: slutenhet, associativitet, férekomst av en identitet och att alla element har invers

sammanfattas i begreppet grupp. Vi siger att G = {I, R, S} ar en grupp under multiplikation och
att figuren har symmetrigrupp G.

Lat oss en liten stund diskutera nagot helt annat, nimligen modulorékning (eller ”klockriakning”).
En timma efter klockan 23.00 &r klockan 0.00. Vi kan skriva det som 23 + 1 = 0. Detta kallas att
rdkna modulo 24. Tank dig nu att dygnet vore tre timmar langt. En timma efter klockan tva vore
det da nytt dygn vilket vi skriver som 2+ 1 = 0. Nu ska vi addera andra heltal modulo 3, men det
finns bara tre tal att vilja pa: 0, 1 och 2.2 Kalla talméngden fér H = {0, 1,2}. Lat oss stilla upp

en additionstabell for H:
+0]1]2]

00 11]2
11210
21201

Vi ser att H &r sluten under addition modulo 3. Det &ar klart att denna slags addition &r associativ
eftersom vanlig addition &r det. Det finns ett identitetselement 1 H: 0. Addition med 0 &ndrar ju
ingenting. Varje element i H har en invers: Eftersom

241=142=0

sa ar 2 inversen till 1, vilket man lampligen skriver som —1 = 2. P4 samma satt ar 1 inversen till
2, =2 =1, och 0 ar sin egen invers —0 = 0. H &r alltsa en grupp under addition modulo 3.

Vid det hir laget har du sdkert lagt mérke till likheten mellan G och H. Trots att G bestar av vissa
matriser som man multiplicerar och H tal som man adderar pa ett visst sitt, sa dr det ingen skillnad
pa dem som grupper betraktade. Tabellen innehaller all information och vi kan bortse fran den
underliggande modellen. Istéllet for att studera dessa tva system separat kan man renodla deras
egenskaper och studera en abstrakt mangs G en operation * som uppfyller de fyra egenskaperna
vi namnt ovan. De slutsatser man kan dra fran dessa forutsdttningar galler da for vara tva system
ovan och alla andra som har samma gruppstruktur. Detta ar idén 1 &mnet gruppteor:.

24Man kan tala om andra tal t ex talet 4 men i det fallet 4r det egentligen 1 man menar eftersom 3 = 0 och 4
ar talet efter.



