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1. INTRODUKTION

Talfoljder, summor och rekursioner #r ett tdmligen stort omrade som har tillimpningar inom
samtliga delar av matematiken. Vi har héir forsokt samla dessa &mnen till en enhetlig framstéallning.
Vi forutséitter inga storre kunskaper hos ldsaren. Daremot &r texten ganska kompakt, vilket innebér
att man maste ldsa den sakta och da och da ta fram penna och papper for att rdkna litet. Det &r
oftast véldigt givande for forstaelsen att fylla i de detaljer som hoppas 6ver av forfattaren.

Metodik nir man ska lésa problem #r forstas ett omfattande dmne i sig!. Lat oss bara i korthet
sdga att det i allmidnhet handlar om att formulera om ett problem till nagot man kan, och att
"nagot man kan” #ven kan vara nagot man nyss lirt sig. Ovning ger firdighet, och om du kér fast
sa fraga. Om ingen av oss finns till hands gar det alltid bra att fraga en kompis. Dessa kan ofta ge
de bésta svaren.

I texten finns manga definitioner, tex vad en talféljd &r, och ett antal satser, tex formeln for en
geometrisk summa. Satserna foljs i allmédnhet av ett bevis, om detta kan antas vara begripligt
for ldasaren. Detta &r den giingse formen att beskriva matematik, och den har fordelen att allt &r
vildigt tydligt och stringent. Problemet &r att det ofta blir svart att forsta det som skrivs, och
framfor allt vad man anvénder satserna till. Vi har dérfor i vissa avsnitt antagit en mer avslappnad
attityd till matematiken. Det &r var forhoppning att dessa delar dnda ér tillrickligt tydliga.

Téank pa att en hel del information finns att himta bland de 16sta exemplen. Hoppa inte 6ver dessa.
Fotnotterna kan diremot skippas, d4ven om de for det mesta dr mycket ldasvérda.

Detta kompendium har skrivits gemensamt av Magnus Aspenberg, Kristian Bjerklov, Niklas Erik-
sen och Magnus Rosenlund, samtliga doktorander pa KTH. Dessutom har Goéran Selander deltagit
i de forberedande diskussionerna. Omslagsbilden har ritats av Johan Aspenberg.

1Se t ex Polya: How to solve it.



2. INLEDANDE EXEMPEL

Talfoljder &r en del av matematiken som man kan komma i kontakt med som lekman och &nda
forsta och fascineras av. Tag till exempel 1,4,9,16,25,.... Vad kommer sedan? Svaret overlates
till ldsaren. Ingen hogre utbildning behovs for att kunna l6sa detta. For matematikintresserade
kan talfoljder roa i timtal. Men &r talfoljder till for knep & knap som man bara dgnar sig at
pa fritiden? Nej. Talfoljder dr en grund for mycket inom matematik och aterkommer gang pa
gang. Det finns talfoljder som har hisnande samband med ménster i naturen. Ett exempel &r
foljden 1,1,2,3,5,8,13,.... Liasaren uppmanas ater att lista ut niista tal, ty snart avslojas svaret.
Talfoljden &r en av de mest kiinda och studerades pa 1200-talet av en italienare fran Pisa vid namn
Leonardo Fibonacci. Varje tal i Fibonacciféljden &r summan av de tva féregaende om man startar
med 1,1. Regeln &r alltsd mycket enkel.

Fibonaccitalen &r ett exempel pa en rekursiv konstruktion. Ovan ndmndes att n:te talet i Fibo-
nacciféljden &r summan av de tva foregaende. Om vi betecknar det n:te Fibonaccitalet med Fj, sa
géller alltsa

F,=Fn_1+ Fy_s. (2.1)

Om man nu sétter F; = F» = 1 kan man sedan fa alla néistfoljande tal via rekursionsformeln ovan.
Begreppet rekursion kommer att avhandlas senare i kompendiet.

Trots enkelheten doljer sig oanade hemligheter i Fibonacciféljden. Talféljden anvénds bl a som
modell av hur ett trad vixer. Modellen &r mycket enkel: Efter att varje gren véxt i tva ar véixer det
varje niistfoljande ar ut en ny gren fran den ursprungliga. Man startar med en stam (som ocksa
betraktas som en gren) som vixer upp fran marken tva ar innan nagon gren viixer ut fran den.
Ett trids tillkomst genom denna modell kan askadliggoras i nedstaende figur.

|

Ar 1 2 3 4 5

Man kan nu fraga sig vad dessa tal har med triadet att gora. Rdknar man antalen grenar efter n
ar far man precis det n:te Fibonaccitalet!

En annan speciell egenskap hos Fibonaccitalen &r att de har ett samband med ett kidnt tal bendmt
det gyllene snittet. Det gyllene snittet ar helt enkelt talet (v/541)/2. Lat oss borja med att betrakta
en rektangel som har den lustiga egenskapen att om man tar bort storsta mojliga inskrivna kvadrat
s& att det bara aterstar en rektangel sa ér denna likformig med den ursprungliga rektangeln (se
figur).

En sadan rektangel kallas for en gyllene rektangel. Vad skall férhallandet vara mellan rektang-
elns sidor for att detta skall ske? Om vi kallar langsidan for x i figuren ovan far vi villkoret for



likformighet:

eller

2 —x—1=0. (2.3)

Uppenbarligen &r x > 1 sa 16sningen till denna ekvation &r (v/5 + 1)/2 som ér det gyllene snittet.
Aterigen undrar man vad detta har med Fibonaccitalen att gora. Detta upptéicker man om man
studerar kvoten pa tva pa varandra foljande tal i Fibonacciserien. Ju ldngre fram i serien vi gar,
desto ndrmre kommer kvoten det gyllene snittet. Beviset for detta &r en 6vning i avsnittet om
induktion.

En gyllene rektangel anses vara sérskilt lyckad i estetiskt avseende. Vykort och biodukar har t ex
detta forhallande.

Lat oss nu titta pa ett annat fall, nimligen det mystiska pentagrammet, som man far genom att ta
en regelbunden femhorning och rita alla diagonaler. Diagonalerna bildar da en femuddig stjdrna.
Om man dessutom omskriver en cirkel runt denna stjdrna och bortser fran femhorningen sa far
man ett pentagram. Femhorningen kommer dock att vara ett stod for tanken nér vi nu skall se var
det gyllene snittet dyker upp i denna figur.

Observera att vinkeln DQC' dr samma som RSA, som i sin tur dr samma som DCA. Eftersom
trianglarna ADC och DCQ darmed har tva vinklar som dr samma ar de likformiga. Vidare &r de
bada likbenta, eftersom AD = AC och DC = QC. Likformigheten ger

AD _QC

QC " QD 24)
Men QC = AQ (verifieral) sa

AD  AQ

Qc " QD (2:5)

Nir en stricka sasom AD delas i punkten @, sa att ovanstaende forhallande géller, sa kallade
de gamla grekerna detta for det gyllene snittet och det dr hérifran begreppet kommer. Lat oss
undersoka kvoten g—g. For enkelhets skull antar vi att striickan AQ = QC = 1 och sitter ¢ = A2

=22
Da blir AD = ¢ och @D = ¢ — 1. Fran likformigheten 2.5 som vi rdknade fram ovan far vi nu att
1) 1
r_ - 2.6
e~ (26)

eller



¢*—p—1=0. (2.7)

Observera att detta dr samma ekvation som 2.2. Eftersom ¢ > 1 sa maste vi ha

1+5
2

¢ = ~1,62. (2.8)

Man kan alltsa dela en stricka med det gyllene snittet genom att rita ett pentagram pa detta vis.

Catalantalen &r en mindre kind talf6ljd, som ocksa har en del intressanta egenskaper. Detta &r
talfoljden 1,1,2,5,14,42,. ... Det &r inte sa litt att lista ut nésta tal i denna foljd. Det som &r spe-
ciellt med Catalantalen (C,,) dr att de, liksom Fibonaccitalen, aterfinns i manga olika sammanhang.
Man kan definiera C,, som antalet bergskedjor som &r konstruerade sa att det finns n uppfoérsbackar
och n nedférsbackar av en viss lingdenhet. Da far man némligen serien 1,1,2,5,14,42, ..., om man
siitter Cy = C1 =1 (se fig nedan).

n=1 n=2 n=3

Det visar sig att C), ocksa kan ses som antalet sitt man kan rita diagonaler i en konvex (n + 2)-
hoérning utan att de korsar varandra. Exempelvis ér en kvadrat en konvex 4-h6érning. Vi far bara rita
en diagonal i en kvadrat, ty de bada diagonalerna korsar varandra och far inte ritas ut samtidigt.
Men detta kan goras pa tva sitt. Alltsa dr Cy = 2, som 6nskat.

Annu ett sitt att berdkna C, #r antalet sitt man kan sétta ut parenteser i en sekvens av n + 1
st olika symboler zizoxs3...x,+1. Parenteserna ska sidttas ut sa att man kan ténka sig att man
multiplicerar elementen i en viss bestdmd ordning. Exempelvis &r (((z1z2)z3)z4) ett sitt och
((z1(z2x3))x4) ett annat.

Detta ar bara nagra representationer av Catalantalen av alla de som finns. Det visar ater pa hur en
och samma talf6ljd kan komma in i manga olika sammanhang. Formeln for den n:te Catalantalet
ar

1 (2n)!
Cp = —, 2.9
n+1 nln! (2:9)
dar n! =1-2-3-...-n (utlidses n-fakultet). Exempelvis &r 4! =1-2-3 -4 = 24. Det kan vara en

rolig 6vning att visa att C,, verkligen blir heltal.

I n#sta kapitel kommer vi ga in pa summor av talféljder, nagot som ocksa kan vara av praktiskt
intresse. Lat oss ta ett exempel: Hur manga stenar behovs for att bygga en 3-dimensionell pyramid?
For enkelhets skull antar vi att 6verst ligger en sten, nést 6verst ligger tre stenar, nést nést overst
6 stenar osv. Under varje sten ligger alltsa tre stenar. Hur manga stenar behovs da for att bygga
en pyramid som bestar av 10 lager sten? Svaret blir en summa av antal stenar i varje lager. Forsta
problemet blir att hitta en formel for hur manga stenar det ligger i n:te lagret, sig att det blir a,.
Dérefter summeras dessa a,, for att fa totala antalet stenar i hela den tiolagriga pyramiden:

a) +ag +as+ ...+ a. (2.10)

Alla har val hort historien om Akilles och Skoldpaddan. Akilles och Skoldpaddan skall springa
ikapp, en tdvling som Akilles med sin 6verlidgsna snabbhet tycker verkar patetisk (Akilles springer
10 ganger sa fort som skoldpaddan). Sksldpaddan far dérfér 100 m forsprang. Sa gar startskottet.
Nér sa Akilles sprungit 100 m har skéldpaddan hunnit 10 m, det &r 10 m kvar till skéldpaddan.
Efter att Akilles sprungit ytterligare 10 m har skéldpaddan hunnit 1 m. Nu har Akilles sprungit
(100+10) m=110 m medan skoldpaddan inkl forspranget har hunnit (1004+1041) m=111 m, dvs



Akilles ligger 1 m bakom skéldpaddan. Navél, hinner Akilles nagonsin upp skdldpaddan och i sa
fall var? Svaret pa denna fraga bor ldsaren kunna ge efter att ha list resten av kompendiet.

Som synes kommer talfoljder in pa en mingd omraden. Det dr ett mycket viktigt element i mate-
matiken och binder samman algebra, analys och geometri.

Fraktaler ar ett omrade som har fatt ett vildigt uppsving pa 1900-talet mycket pga datorns till-
komst. Hér behandlas s k funktionsiterationer. Detta innebér att man har en funktion f (t ex
f(x) = 2% — 1/2) i vilken vi stoppar in ett virde z. Vi far da f(z). Sedan stoppar vi in f(z) i f
och far f(f(z)), osv. Lat oss infora beteckningen (f o g)(x) = f(g(x)), som utlidses “f boll g” och
f(f(x)) = f?(x). Mer generellt skriver vi

(fofo...of)(z)=f"(u). (2.11)
| ——
n ggr
Vad héinder da n blir véldigt stort?

Ocksa detta handlar om talfoljder. Om vi sétter a,, = f™(z) far vi en talf6ljd som vi kan undersoka.
Om a,, ndrmar sig nagot speciellt tal da n blir stérre och storre séger vi att féljden a,, konvergerar,
i annat fall divergerar den. Notera ocksa att foljden a,, ges via rekursionsformeln

an = f(an-1). (2.12)

Begreppen konvergens och divergens, som vi kommer att ga in pa senare i kompendiet, dr centrala
i hela den matematiska analysen.



3. SUMMOR

Om ag,ay,as, ... ,a, ir tal sa infér vi notationen

Zak=a0+a1+a2+...+an.
k=0

Exempel 3.1.

3
> k=1+2+3=6,
k=1

4
Z2’f:21+22+23+24:2+4+8+16=30.
k=1

Exempel 3.2. Hur manga enkronor gar det at for att bygga en tva-dimensionell pyramid av hojd
4 (se figur)?

O
OO
00O
0000

Svar: 1 +2+ 3+ 4.

Lat oss generalisera problemet: hur manga enkronor gar det at for att bygga en pyramid av hojd
n, dar n ar ett godtyckligt positivt tal?

Svar: 14+2+3+4+5+...+n.

Hur kan man berdkna denna summa? Vi visar hur man gor detta i fallet n = 8, och sa lamnas det
som en Ovning att verifiera att metoden fungerar for vilket positivt heltal n som helst.

Lat

S=14+2+3+4+5+6+7+8.
Vi kan ocksa skriva detta som

S=847+6+5+4+3+2+1.

Utfor vi foljande addition
S=1424+3+4+54+6+7+38

S=8474+6+5+4+3+2+1

285=94+94+94+9+9+9+94+9
8

fas
8-9

2§ =89 <— S =

Vi har alltsa fatt foljande resultat:

Sats 3.3. For varje heltal n > 1 géller

zn: k- n(n + 1).
2

k=1

Detta kallas for en aritmetisk summa.

Ovning 3.4. Visa att summan av de n forsta jamna talen dr n(n+1).

Ovning 3.5. Visa att summan av de n forsta udda talen dr n?.



Exempel 3.6. Du ska ga over en gata som dr tva meter bred.
Steg 1. Du gar 6ver halva gatan. Da har du gatt
1 m.

Steg 2. Du gar 6ver hiilften av aterstoden. Da har du sammanlagt gatt

(+]) -

Steg 3. Ater igen gar du 6ver hilften av aterstoden och har da sammanlagt gatt
1+ L + :
—+-) m.
2 4

Efter n steg har du gatt (tdnk igenom detta)

n—1
1 1 1 1 1 1

osv

Innan vi berdknar denna summa studerar vi ett mer allmént fall, ndmligen summan
S=1+z+z>+2>+.. . +2" 1,

dir x &r ett godtyckligt tal. Fallet x = 1 &r trivialt, sa i fortséttningen antar vi att z # 1. Det
ldmnas som en 6vning att verifiera att

(z—D@E" P +2" 4.+ 42+ +1) =2 - L.
S

vilket ger att
-1 1-—z"

(zr—1)S=2a"-1 < S=

r—1 11—z

Gar vi tillbaka till var promenad (fallet z = %) fas att vi efter n steg gétt
15
=

Resultatet fran detta exempel dr foljande sats.

Sats 3.7. For varje tal x # 1 och for varje positivt heltal n sa géller att
1—x
k=0

Denna summa kallas for en geometrisk summa.

Ovning 3.8. Eftersom vi forhoppningsvis kommer éver gatan, vad borde

ISP U
27478 16 32"

bli (vi tinker oss att vi gar “odndligt” manga steg).
Ovning 3.9. Visa att for varje tal x # 1 och for alla positiva heltal m < n sd dr

n—1
m n
x

>t =



4. TALFOLIJDER

Exempel 4.1. Ett exempel pa en talfoljd &r:
2,4,6,8,...
De tre punkterna efter det sista kommat betyder att monstret upprepar sig utan slut. Den naturliga
tolkningen &r att man avser alla jimna tal i véixande ordning.
Exempel 4.2. Ett annan talfoljd &r:
111
) 27 47 8 yc e
Varje tal ar hir hélften sa stort som det ndrmast foregaende talet, utom det forsta som &ar 1.

1

Exempel 4.3.

1,1,2,3,5,...
Varje tal ar hir lika med summan av de tva nérmast foregaende talen, utom de tva forsta som &ar
1. Vi kénner igen denna talfoljd fran det inledande kapitlet — Fibonaccitalen.

Ovanstaende dr exempel pa talfoljder. En talfoljd a,,n = 0,1,2,3..., dir a, &r reella tal, kan
betraktas som en regel som till varje naturligt tal ordnar ett reellt tal.

o 1 2 3

R

ap ai a2 as
I Exempel 4.2 ovan har vi alltsd ag = 1,a; = %7(12 = iﬂlg = %,a4 = 1—16, cenn

Man kan representera talfoljder pa tva olika sétt:

1. Direkt representation
2. Rekursiv representation

Talfoljden i Exempel 4.1 (de jimna talen) kan ges den direkta representationen a, = 2n + 2,

n =0,1,2,..., men dven en rekursiv representation genom a,4+1 = a, + 2,09 = 2,n =0,1,2,...
Néar man ger en direkt representation talar man alltsa om vilken regeln &dr som styr hur talen
ag, a1, a2, ... ska se ut. Nar man ger en rekursiv representation talar man om hur nista tal i

talfoljden beriiknas uttryckt i ett antal av de foregaende talen. Man maste dessutom ange initi-
alviarden for tillrackligt manga tal sa att rekursionen ér véldefinierad.

Om vi tittar ndrmare pa Fibonacci-f6ljden (Exempel 4.3) sa ser vi att en rekursiv representation
ar:
An+42 = Gpn +apt1,n=1,2,3,...
a; = ]., g = 1.
Det behovs 2 initialviarden ty rekursionen &r definierad genom att nésta tal berdknas med hjilp
av de 2 foregaende. Den direkta representationen blir hir relativt komplicerad men man kan visa

att den ar’: n n
a = L l+§ N n=1,23,...
NG 2 2 2 2

Ovning 4.4. Kontrollera att formeln ger ritt svar for de 5 forsta talen i Fibonacci-foljden.

Man brukar anvéinda skrivsittet {a,}52, for att beteckna talféljden a,,n = 0,1,2,..., dir sym-
bolen oo inte ska tolkas som ett tal utan som ett uttryck for att n inte antar nagot storsta vérde,
sa talféljden har inget slut.

Definition 4.5.

i) En talfoljd {a,}52,, sadan att det existerar ett reellt tal L och a,, > L for varje n kallas
nedat begrinsad, och talet L kallas nedre begrdnsning.

it) En talfoljd {a,}72,, sadan att det existerar ett reellt tal L och a, < L for varje n kallas
uppat begrinsad, och talet L kallas dure begrdinsning.

2Detta blir faktiskt ett heltal for varje n.



) En talfoljd {a,}>2, ér begrinsad om den dr bade nedat och uppat begrinsad.

) En talfoljd {a,}°2, kallas positiv om den &r nedat begrénsad av 0, dvs a,, > 0 for varje n.

) En talfoljd {a,}>2, kallas negativ om den &r uppat begrinsad av 0, dvs a,, < 0 for varje n.
vi) En talfoljd {a,}52, dér a,q1 > a,, f6r varje n kallas vizande.

) En talfoljd {a,}52,, déir an4+1 < a,, Or varje n kallas avtagande.

) En talfoljd {a,}22, kallas monoton om den &r antingen vixande eller avtagande.

) En talfoljd {a,}52, sddan att a, - a1 < 0 for alla n, kallas alternerande, ty a, och any1
har olika tecken.

Observera att med ovanstdende definition blir talféljden 0, 0, 0, 0, ... bade positiv och negativ.

Exempel 4.6. Talfoljden {a,}7%, dér a, = n &r nedat begrénsad, eftersom alla tal a,, &r storre
&n eller lika med 0.

Exempel 4.7. Talfoljden {a,}52, dir a, =2+ (—1)™ &r begrinsad.
Ovning 4.8. Ge ett exempel pa en negativ talfdjd.
Ovning 4.9. Ge ett exempel pd en avtagande talféljd.

Exempel 4.10. Betrakta talféljden {a,}>2, dir a, = (—=1)". Talen a,, vixlar hir mellan 1 och
-1, 84 ap - apy1 = —1 < 0 for alla n. Talfoljden ar dérfor alternerande.
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5. KONVERGENS

Betrakta talféljden {a,}52,. Man &r ofta intresserad av vilka vérden a, antar da n &r mycket
stort. Man har dirfor infort ett begrepp kallat grdnsvdrde. Idén &r att om talen a,, i talfoljden
nérmar sig ett dndligt tal A och kommer hur néra som helst om man véljer n tillrickligt stort, sa
siger man att talféljden har grinsvirdet A. Lat oss uttrycka detta matematiskt.

Definition 5.1. Om det existerar ett reellt tal A sadant att det fér varje positivt tal € géller att
—& < ap — A < ¢ for alla n storre &n nagot tillréackligt stort positivt heltal N, séger man att
talfoljden {a, }52, har grinsvirdet A, och detta betecknas lim,, . a, = A.

an

A

G "

FIGUR 1. Grafisk illustration av Definition 5.1

Man har med det positiva talet N, och villkoret att n > N, bara for att uttrycka att a,, ndrmar
sig A hela tiden om n ér tillrickligt stort. Utan detta villkor skulle man kunna tédnka sig att a,
ligger nidra A for vissa stora n, men kanske inte fér deras efterfoljare. Den formella definitionen
kan tyckas vara vil komplicerad men exemplen framéver kommer férhoppningsvis att gora det hela
mer begripligt.

Exempel 5.2. Betrakta talfsljden {a,};2, dér a, = 5. Man inser att om n &r stort blir ay,
litet, sa det verkar som om talféljden borde konvergera mot 0. Lat oss forsoka visa detta. Vi vill
alltsa visa att lim,_, o, a, = 0, dvs att om vi viljer N tillrackligt stort, kan vi fa a,, dir n > N,
att bli hur ndra 0 som vi vill. Antag att vi tar ett positivt tal som vi kallar ¢ och fragar oss hur
stort N maste vara for att olikheten —e < a,, — 0 < ¢ ska vara uppfylld da n > N. Det giller att

1 ,
anN = m > m = Qn > O, for alla n > N (51)
ty foljden &r avtagande och positiv. Det ricker darfor att visa att vi kan vilja N sa att w1 <€
Vi har
<e<—
N+1°-°©

l1<e(N+1) =
1<eN+e<—=
l—e<eN <

1_
CoN

€
Detta visar att om vi véljer N till ett heltal storre dn % sa blir —e < ay = ﬁ < e. Da foljer

genom ekvation (5.1) ovan att olikheten —e < a,, — 0 < € &r uppfylld for alla n > N. Eftersom
€ var godtyckligt, dvs det kan vara vilket positivt tal som helst, oavsett hur litet, sa foljer att
lim, o an, = 0 enligt definition 5.1.
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Exempel 5.3. Betrakta talfoljden {b,}5°,, dér b, = n%ﬂ 4+ 2. Vi vill visa att lim,,_,cc b, = 2.
Vi later € vara ett godtyckligt positivt tal®, och ska visa att vi kan vilja N s& att —e < b, —2 < ¢
for alla n > N. Eftersom b,, = —— + 2 s4 giller att

s}

by —2>b,—2>0, foralla n>N (5.2)
ty foljden {b, — 2}5°, ér avtagande och positiv. Det réicker dérfor att hitta N sa att by — 2 =
N%-i-l <¢g; alltsa:

— < € <
N2 +1 c

1<e(N?+1)
1
g<N2+1<:>

1
1< N’ =
£

\/%—1<N (N >0)

Vi véljer heltalet N > /1 — 1 vilket ger att — < by —2 < €. D4 féljer genom ekvation (5.2) ovan
att olikheten —e < b,, — 2 < € ar uppfylld for alla n > N. Detta visar att lim,, .o b, = 2.

Exempel 5.4. Betrakta talfoljden {c,}52, dir ¢, = 1 for varje n. Vi vill visa att lim,_, ¢, = 1.
Vi tar vart godtyckliga € > 0. Eftersom ¢, — 1 =1 —1 = 0 for varje n foljer att —e < ¢, — 1< ¢
for varje n, vilket visar att lim,, .., ¢, = 1.

Exempel 5.5. Fibonacci-foljden som nu ér bekant (Exempel 4.3) saknar grinsvirde men foljden
av kvoter mellan pa varandra féljande tal konvergerar. Foljden {“2t11°° . har egenskapen att

an n=1
. a
lim,, o =2 = 71+2\/5
Qn

— det gyllene snittet.

Dessa fyra exempel illustrerar talfoljder som har grinsvéirden. Sadana talfoljder kallas konvergenta,
eftersom talen i féljden konvergerar mot ett &dndligt tal. Talfoljder som saknar grinsvirden kallas
divergenta.

Exempel 5.6. Betrakta talfoljden {a,},, dir a, = n. Talen a, vixer hir utan gridns och
talfoljden &r dérfor divergent.

Ovning 5.7. Visa att talféliden {a,}2%,, dir a, =
vdrde?

n‘%—&-l’ dr konvergent. Vilket dr dess grdins-

Om talen a,, i talfljden {a,}22, véixer utan gréns far man det som kallas oegentliga grinsvirden.

Definition 5.8. Givet en talfoljd {a,}72 ;. Om det for varje reellt tal M > 0 existerar ett heltal
N sadant att a,, > M om n > N sigs talféljden ha det oegentliga grinsvdrdet oo, vilket betecknas
lim,, ., a, = 00.

Definition 5.9. Givet en talfoljd {a,}52 . Om det for varje reellt tal M > 0 existerar ett heltal N
sadant att a, < —M om n > N ségs talféljden ha det oegentliga grinsvirdet —oo, vilket betecknas
lim,, o ap = —00.

Exempel 5.10. Talfsljden {a,}>, dir a, = 2n? divergerar och har det oegentliga griinsvirdet
o0, dvs lim,, ., a,, = 00.

Ovning 5.11. Hitta en talfoljd med det oegentliga grinsvirdet —oco.
Sats 5.12. Varje uppat begriansad, vixande talfoljd &r konvergent.

Bewvis. Lat {a,}52, beteckna var talfsljd. Eftersom f6ljden &r uppat begrénsad existerar en dvre
begrinsning som vi kallar C. D4 finns ett minsta tal* S < C som uppfyller villkoret

ap, < S forallan>0 (5.3)
3Av tekniska skal tar vie < 1.

4Detta kan tyckas sjalvklart, men talets existens beror pa nagot som kallas fullstindigheten hos de reella talen,
vilket inte &r trivialt.
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Detta betyder att om talet S* < .S sa finns ett N > 0 sadant att ay > S™*.

Om € > 0 &r ett godtyckligt tal sa finns pa grund av valet av S ett N sadant att ay > S — ¢, och
eftersom foljden dr vixande sa giller att ay < ayy1 < anyso < ... Det foljer att

an > S —¢ forallan > N. (5.4)
Kombinerar vi nu (5.3) och (5.4) far vi att
S—e<a, <Sforallan>N.
Eftersom ¢ > 0 ar godtycklig sa betyder detta precis att

lim a, = S.

n—oo
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6. INDUKTION

Vi har tidigare sett exempel pa hur man kan beskriva en talfoljd dels genom en rekursiv formel,
tex

ap = Qp_1+2, n>=1, (6.1)
apg = 2, (62)

dels genom en direkt formel, tex
ap=2n+2, n>=0. (6.3)

I det hér fallet beskriver bada formlerna samma talféljd, de jimna talen. Hur kan vi veta det?
For att visa det kommer vi att anvdnda en teknik som kallas induktion. Den visas bést med ett
exempel.

Vi ska alltsa visa att talféljden som ges av (6.3) &r samma talféljd som den som ges av (6.1) och
(6.2). Det gor vi i tva steg. Forst ser vi till att de bada talféljderna borjar likadant. Detta gors
genom att jamfora (6.2) och (6.3). Dérefter kollar vi att avstandet mellan talen i talféljderna &r
samma, vilket gors genom att jimfora (6.1) och (6.3). Det forsta steget kallas basfall (vi kollar da
pa det forsta elementet, basen), och det andra kallas induktionssteg.

Basfall: Genom att sétta n = 01 (6.3) visar vi att (6.3) stdmmer 6verens med (6.2): ag =
2:0+2=2.

Induktionssteg: (6.1) relaterar varje element i talféljden med det efterféljande. Vi vill nu visa
att om den direkta formeln stdmmer 6verens med ett element, sa stimmer den ocksa for
nésta element. Vi antar dérfor att formeln stammer for n = p — 1, dvs att

ap—1=2(p—1)+2.
Det vi vill visa ar att formeln stimmer for n = p, dvs att
ap, = 2p + 2.
Vi far nu bara anvénda rekursionen (6.1) samt vart antagande. Vi har
ap = ap—1+2 = {hér anvinder vi antagandet} = 2(p—1)+2+2 = 2p+2.
Den direkta formeln stdmmer alltsa for n = p om den stimmer for n = p — 1.

Fran forsta steget ser vi att (6.3) stdimmer for n = 0. Induktionssteget visar att den da stdmmer
for n = 1. Vi kan da aterigen anvianda induktionssteget for att visa att den stdmmer for n = 2, och
sedan n = 3 osv. Formeln stdmmer alltsa for alla virden pa n som ér storre &n, eller lika med, 0.

Ovning 6.1. Ldt talféliden {a,}>, definieras genom
a =1, a, = 2a,-1+1.

Visa att a,, = 2™ — 1. (Skriv ut de forsta talen i talféljden, sa att du forstar hur formlerna fungerar.
Da blir det littare att losa uppgiften.)

Ovning 6.2. Lt talfoliden {a,}22, definieras genom
ai :17 Gn = Qp—1+N.

_ (n+1)n
- 2

Visa att ay, (detta dr antalet kulor i lager n i den 3-dimensionella pyramiden).

Ovning 6.3. Ldt talféliden {a,}%, definieras genom
ap = 3, a2 = 5, a, = 3ap_1 — 20q,_3.

Visa att a, = 2™ + 1.

Ledning: Eftersom rekursionen gar tva steg bakat behéver vi kontrollera bade a1 och as i basfallet.
I induktionssteget far vi dessutom anta att formeln stammer bade forn=p—2 ochn=p—1.
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Ovning 6.4. Visa att den direkta formeln for Fibonaccitalen stimmer. Vi minns fran tidigare

avsnitt att
1 1 n _ n
po= L +V5) _(1=V5 . n=12,3,...
V5 2 2

samt att den rekursiva formuleringen var

Fn:Fn—l+Fn—2a ’I’L>3,

P =F=1

Ledning: For att forenkla berdkningarna kan vi sdtta o = # och = 1_2‘/3, Tink sedan pa
vilken andragradsekvation som « och 3 dar lésningar till.

Ovning 6.5. Visa att kvoten mellan tvd pd varandra féljande Fibonnaci-tal gdr mot det gyllene
snittet, dvs att

o F. 1445
lim = .
n—oo [y, 1 2
Ledning: Vi vet att

F, 1 e ﬁn—l’

dir « och B dr som i foregiende dvning. Vad gar ™ mot (vi vet att —1 < < 1)?

Induktionstekniken kan &ven anvindas for att verifiera en summas vérde. Detta inses enklast genom
att betrakta summan som en talféljd. Betrakta summan

n
246+16+40+...+(n+1)2"" = > (k+1) 2" =n2". (6.4)
k=1
Den sista likheten &r den vi vill visa. Lat oss nu kalla denna summa a,, (summan beror av antalet
termer, n). Genom att skriva den sista termen i summan separat far vi

n n—1
S+ 2t =" (k1) 25 4 (n+1) 20!
k=1 k=1

och vi ser att rekursionen blir

p =ap-1+ (n+1) on—1

a1 = 2.
Vi ska nu anvénda detta for att visa den sista likheten i (6.4).

Basfall: Vi siitter in n = 1 i sista termen i (6.4) (den direkta formeln): a; = 12! = 2. Detta
stdmmer med rekursionens initialvérde.
Induktionssteg: Vi antar att formeln stammer for n = p — 1, dvs att

ap—1=(p—1) 2L
Vi vill visa att den stdammer for n = p, dvs att
ap, =p 2P
Med hjélp av rekursionen och antagandet far vi
ap =a, 1+ (p+1) 271 = {antagandet} = (p—1) 2P ' + (p+1) 2771
=(p-14+p+1)2°t=2p2rt=p2r
Rekursionen stiammer saledes med formeln.

Eftersom bade basfall och induktionssteg fungerade géller likheten.
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Exempel 6.6. Visa att

Xn: 2 2n® +3n? +n
S —

Losning: Vi anvénder induktion. Vi véljer hir att formulera oss litet annorlunda. Se till att du
forstar varfor detta sitt egentligen &r likadant som det ovan.

Basfall: Sitt in n = 1 pa bada sidor. Vi far VL =12 =1 och HL = (2+3+1)/6 = 1.
Induktionssteg: Antag att likheten géller for n = p — 1, dvs

S 20— 430 -2+ (1)
Zk = : .

Vi vill nu visa att den géller for n = p, dvs

Z B2 _ 2p? +3p tp

Med hjalp av antagandet far vi

P p—1
Z k* = {bryt ut sista termen} = Z k* + p? = {antagandet}
k=1 k=1
2(p—1)3 +3(p —1)2 -1
_ 2p=1P+3(p—1) "+ (p ) 2
6
2(p° —3p* +3p—1)+3(p° —2p+1) +p— 1+ 6p?
B 6
2924+ (—64+3+6)p*+(6—-6+1)p+(—2+3—1)
B 6
_ W +3p+p
— . ,

Savél basfall som induktionssteg stammer. Alltsa géller formeln.

Ovning 6.7. Visa formeln for aritmetisk summa,

Zk:ﬂ

med hjilp av induktion.

Ovning 6.8. Visa formeln for geometrisk summa,

n
P 11—z
med hjilp av induktion.

Ovning 6.9. Visa att antalet stenar i en 3-dimensionell pyramid av hdjd n ges av
" m+1)3—(n+1)
n 6 M

stenar i lager k.

Som du sdkert minns dr det W

Induktionstekniken &r inte begréansad till talféljder och summor. Vi kan dven anvinda den for att
visa olikheter.

Exempel 6.10. Visa att 3" > n3 for n > 4.

Basfall: Basfallet &ar hir n = 4, eftersom 4 &r det minsta virde formeln ska visas for. Vi har
VL = 3* = 81 och HL = 43 = 64. Eftersom 81 > 64 giller formeln i basfallet.
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Induktionssteg: Vi antar att formeln stimmer for n = p —1,p > 5, dvs att 3?=1 > (p — 1)3.
Vi vill visa att formeln giller fér n = p, dvs 3?7 > p3. Vi far bara utnyttja antagandet. Vi far
saledes

3 = 3.3°"' > {antagandet} > 3(p—1)3 = 3(p> -3p* +3p—1)
=3 —9p*+9p -3 > {9p—3>0}> 3p°—9p?

= pP+2p° —9p? = PP+ p*(2p—9) > {2p > 9} > p°.
Eftersom bade basfall och induktionssteg stdmmer géller formeln.

Ovning 6.11. Visa att (n — 1) +n> 4+ (n 4+ 1)? dr delbart med 9 for alla n > 1.

Ledning: Att visa att nagot dr delbart med 9 dr samma sak som att visa att det kan skrivas 9 -m,
for nagot heltal m. Antagandet i induktionssteget blir alltsa att pastaendet gdller for n =p—1, dus
att (p—2)% + (p— 1) +p® = 9-m och for att visa att det fungerar for n = p ricker det med att
losa ut 9 fran (p —1)3 +p3 + (p+1)3 (glom inte att anvinda antagandet).

Man kan &dven anvinda induktionsprincipen till helt andra problem.

Exempel 6.12. Antag att man har ett (kvadratiskt) schackbride med sidlangd 2", n > 1. Vilj ut
en godtycklig ruta pa detta bride. Visa att man kan téicka aterstande rutor pa bridet med hjilp
av vinklar enligt figuren.

Losning:

Basfall: n = 1. Vi ska da visa att ett bride med sidlangd 2 kan téckas med vinklar om vi véljer
bort en ruta pa bradet. Detta dr enkelt, eftersom aterstaende rutor har samma form som en
vinkel, oavsett vilken ruta vi véljer att ta bort.

Induktionssteg: Vi antar att pastaendet géller for n = p—1, dvs att varje bride med sidliangd
2P~1 kan tickas med vinklar, bortsett fran en i forvig vald ruta. Vi ska visa att vi kan
tacka varje bride med sidlingd 2P med vinklar, bortsett fran en i forvig vald ruta. For att
visualisera processen kommer vi att visa bilder i fallet p = 3, men resonemanget géller for
allmént p.

Vi boérjar med att vilja den ruta som inte ska téckas, tex rutan a3. Sedan delar vi in bradet i
fyra lika stora, kvadratiska delar. Dessa har alla sidlangd 2P~ !, s4 enligt induktionsantagandet
kan vi técka dessa, bortsett fran en ruta. I den fjardedel dar var utvalda ruta finns técker vi
resten av rutorna. I de andra fjardedelarna técker vi alla rutor utom den som ligger ndrmast
bridets mitt. Da aterstar bara tre rutor i mitten, vilka kan téckas 6éver med lamplig vinkel.
Alltsa #r hela bradet téickt.

Ovning 6.13. Tornen i Hanoi dr ett spel med tre pinnar och n brickor i olika storlekar. Brickorna
ligger tridda pa en av pinnnarna. Ingen bricka far nagonsin ligga under en stérre bricka. Malet dr
att flytta brickorna, en i taget, sa att alla brickorna slutligen ligger pa en annan pinne. Visa att
det alltid gar att gora (tips: anvind induktion). Hur mdnga drag krivs? Kom pa ritt formel och
visa dven den med induktion.
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Det finns flera intressanta sidor pa internet som beskriver och tom illustrerar fenomenet. Se tex

http://mathworld.wolfram.com/TowersofHanoi.html

hitp:/ /www.ima.mdh.se/personal /htg/hanoi/hanoi.htm
http:/ /www.cut-the-knot.com/recurrence /hanoi.html
http://www.pangea.ca/kolar/javascript/Hanoi/Hanoi.html
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7. SERIER

Vi har i avsnittet om summor resonerat oss fram till att vi borde ha
1+1+1+1+1+1+ =2
2 4 8 16 32 7
Lat oss nu vara rigordsa. Antag att vi har en talfoljd {a,}52, och vill undersoka
apg+ay +as+az+ags+as+...,

vilket vi ocksa skriver

S an (r1)
n=0

Uttrycket (7.1) kallar vi for en serie. Vi ska nu se om detta uttryck kan ges nagon mening. Vi
borjar med att definiera foljden {Sn}3¥_, genom

N
SN: E Q.
n=0

Talen Sy kallas for seriens partialsummor. Om

lim SN = S,

N—o0

dir S dr ett reellt tal, siiger vi att serien (7.1) &r konvergent och har summan S, och vi skriver

i ap, = S.
n=0

Annars séger vi att serien dr divergent.

Exempel 7.1. For vilka tal x konvergerar serien

(oo}
g " ?
n=0

For att undersoka detta studerar vi foljden {Sy(z)}3_, av partialsummor, dvs

N
Sn(z) = Z ™.
n=0

Vi vet fran avsnittet om summor att

Vi kommer att fa foljande fall:
(i.) |z| < 1. DA giller att limy_ o, 2V = 0, vilket ger att
N
1 — gN+1 1
S = lim Sy(x)= lim Zm”: lim ’ =
n=0

N—o0 N—o0 N—o0 1—x 1—2x

(#i.) |x| > 1. Da ér inte partialsummorna konvergenta.

(Det lamnas som en 6vning att visa detta). Alltsa,

- 1
E " = om |z| < 1.
n=0

1—2

Notera att vi for z = % far

1+1+1+3+i+i+ =2
2 4 8 16 32 7
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Ovning 7.2. Visa att
— 1
>
—n(n+1)

Ledning. Observera att ﬁ = % — %_H
Vi sdg i exemplet ovan att om ) - z™ &r konvergent sa maste lim,, .o " = 0. Géller detta alltid,

dvs maste termerna i en konvergent serie ga mot noll? Foljande sats ger svaret.
Sats 7.3. Om ) .~ a, &r konvergent si gller att

lim a, = 0.

n—oo

Bewvis. Om vi later

N
SN = E Qp,
n=0

ser vi att
aAN+4+1 = SN—H - SN. (72)
Eftersom vi har antagit att serien ér konvergent finns det ett reellt tal S sadant att S = limy oo Sn-
Vi noterar att
S = lim SN = lim SN+1
N—oo N—oo
(ténk igenom detta). Tillsammans med (7.2) ger detta att
lim aAN+1 = lim (SN-i-l — SN) = lim SN—i—l — lim SN =5-5=0
n— 00 N—o0 N—o0 N —o0
O

Ovning 7.4. Tink igenom att ovanstiende sats ger att om inte lim,_oc an = 0 sd dr serien
oo o an divergent.

Nu kan man fraga sig, giller omvéindningen, dvs om féljden {a,}°, uppfyller lim, o a, = 0, ar
da serien Y a, konvergent? Foljande exempel visar att detta inte behdver vara sant.

Exempel 7.5. Lat oss studera serien®

Det ar klart att

lim — =0
n—oo N
sa termerna gar mot noll. Lat
N
SN = —.
n

n=1
Om vi kan visa att Sor > 1+ g for alla heltal £ > 0 sa kan inte serien vara konvergent (tink
igenom detta). Vi ska visa detta med hjilp av induktion.

Basfall:
S0 = 51 = 1.
Induktionssteg: Antag att Sop > 14 £ for nagot p > 0. Da
PR S SR S S
op+1 =O2p 2p+1 2p+2 2p+3 2p_|_2p_1 2p+2p
2P termer som alla dr> 2P41r2p :ﬁ
i 1 +1
p D
2Sp+— 214+ +-=14+—F.
ST

5Denna serie kallas fér den harmoniska serien.
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I sista olikheten anvénde vi induktionsantagandet Sor > 1 + g. Vi har alltsa visat att

k
Sor =1+ 5 for alla heltal k > 0, (7.3)

vilket ger att serien &r divergent.
Man kan pa helt analogt sitt visa att

Sor < 1+ k for alla heltal k& > 0. (7.4)
(Det ldmnas som en 6vning att visa detta).

Lat oss avsluta exemplet med foljande fraga: hur manga termer behovs for att summan ska bli
ungefir 1007 Fran (7.3) fis att Spee < 100, sa det behovs minst 2% termer, och fran (7.4) fas att

So108 = 100, s& det behdvs hogst 2198 termer. Observera att 2°° = 633825300114114700748351602688,

sa det behovs vildigt manga termerS.

Ovning 7.6. Ar serien
o0 2

e
o n? 4+ 1000n

konvergent?

I allménhet &r det vildigt svart att berdkna en serie”, s man far oftast noja sig med att undersoka

om serien &r konvergent eller ej. Hur kan man da avgéra om en serie &r konvergent eller inte?
Ovan sag vi en metod. Vi ska nu visa ytterligare nagra metoder. Vi kommer framst behandla fallet
da alla termer i serien dr icke-negativa. I detta fall &r foljden av partialsummor vixande vilket
underldttar analysen av serien. Vi har féljande.

Sats 7.7. Antag att foljden {a,}22, &r sadan att a, > 0 for alla n > 0. Lat {Sn}3_, ges av

N
Sy = E Q-
n=0

Da géller att

o0
Z a, &r konvergent <= det finns en konstant C' sa att Sy < C for alla N > 0.

n=0
Bewvis. Forst antar vi att det finns en konstant C sa att Sy < C for alla N > 0. Eftersom alla a,,
ar icke-negativa sa dr {Sn}%_, en vixande foljd, dvs
Sp <51 <S5 <5 <...<C

Alltsa, vi har en uppat begrénsad vixande foljd {Sny}{_,. Sats 5.12 séiger att denna foljd maste
vara konvergent, dvs det existerar ett reellt tal S sa att

Nliin(><J Sy =S.
Detta visar (<).
Nu antar vi att limy_.oo Sy = S, dér S ar ett reellt tal. Da finns ett tal Ny sadant att
S—1<Sy<S+1f6ralla N> N

(pa grund av definitionen av grinsvérde). Lat nu C vara det storsta talet av de dndligt manga
talen Sy, S1,Ss, ... ,SNO_l, S + 1. Da ar

Sy < C for alla N > 0.

SMan kan visa att

N1
li ——InN|=C
g (32 omv) <o
diar C &r en konstant som approximativt dr 0.5772. Talet C kallas for Fulers konstant. Det &r ett olést problem

om detta tal dr rationellt (dvs talet gar att skriva pa formen g, dér p och ¢ ér heltal) eller irrationellt (dvs inte
rationellt). V/2 &r ett exempel pa ett irrationellt tal.
2
“Man kan visa att >, % = %, men om den konvergenta serien > % kan uttryckas pa nagot liknande

sétt ar oként.
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Detta visar (=).

]

Observera att konstanten C' i ovanstaende sats maste vara oberoende av N. Foljande 6vning visar
att satsen inte gar att tillampa pa vilken serie som helst.

Ovning 7.8. Visa att serien

> (="

n=0

dr divergent men att partialsummorna dr begrinsade uppat av 1.
Ibland kan man avgora om en serie &r konvergent eller ej genom att jimfora serien med en annan,
kénd, serie. Vi har foljande

Sats 7.9. Om {a,}52, och {b,}22, dr tva icke-negativa foljder, dvs a,, > 0 och b, > 0 for alla
n = 0, som uppfyller villkoret att a,, < b, for alla n, sa giller att

oo o0
i) Z b, konvergent = Z ay, konvergent.

n=0 n=0

och

o0 o0
i1) Z a, divergent = Z b,, divergent.

n=0 n=0

Bevis. i). Lat

och
N
FN = Z QAp.
n=0

Eftersom vi har antagit att > -, b, dr konvergent sa finns enligt sats 7.7 en konstant C sadan att
Sy < C for alla N > 0. Vidare vet vi att a,, < b, for alla n > 0 vilket ger att

N N
Fy=Y an<)Y by=8y<C forallaN>0.
n=0 n=0

Sats 7.7 ger nu att Y.~ a, dr konvergent. Detta visar i).

ii). Nu antar vi att ) a, dr divergent. Om )~ b, vore konvergent skulle i) ge att Y.~ an
ar konvergent. Motségelse.

O

Exempel 7.10. Lat oss se om serien
) 1 n
% (swen)
ar konvergent. Eftersom

% for allan >0

0< 1 n< ! nf" 11 >0
< 3+ 1) Sz or alla n > 0.

Vi vet att Y 00 % dr konvergent, sa resultatet foljer fran sats.

sa Ar
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Ovning 7.11. Visa att

ar divergent.

Ovning 7.12. Visa att for varje icke-negativt heltal k gdller att
o0 o0
Zan konvergent <= Z an konvergent.
n=0 n=k

Vi kan faktiskt forbéttra sats 7.9. Vi far da foljande resultat:

Sats 7.13. Om {a, }7%, dr en f6ljd och {b,}7%, &r en icke-negativa f6ljd som uppfyller villkoret
att |a,| < b, for alla n, sa géller att

oo oo
i) Z b,, konvergent = Z a,, konvergent.
n=0 n=0
och - -
i1) Z a, divergent = Z by, divergent.

n=0 n=0
Beuis. i) Vi bérjar med att definiera tva nya talfsljder {a;} }52, och {a,, }2°, genom
" ap, oOma, =0
a =
0, om a, <0

och

n

_ 0, om a, =0
a. =
Qap, Om a, <0

Bada dessa foljder &r icke-negativa och 0 < aj{ <bp,0< a, <b,ocha, = aj; —a,, for allan > 0.
Fran sats 7.9 foljer nu att att Y~ a} och > ja. dr konvergenta, dvs det finns konstanter C'
och D sa att > 2 jaf = C och Y 07 ja, = D. Eftersom

n=0 n
N N N
D =) ar =) ay
n=0

n=0 n=0

(ty an = a —a,, for allan > 0) sa far vi

fe’e) N N N N N
. . + — . + . —
a, = lim E a, = lim E a” — E a = lim E a” — lim E a =C—D.
Z " N—oo " N—o00 n n N—oo n N—o0 n
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Detta visar 7). Beviset av i) #r samma som i sats 7.9.

O
Ovning 7.14. Visa att®
o0 o0
Z lan| konvergent = Z ay, konvergent.
n=0 n=0
80mvindningen giller ej. Man kan visa att 1 — % + % — i + % — % + % — ... =1In2, men vi har visat att den

harmoniska serien 1 + % + % + % + % + é + % + ... &r divergent.
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8. STABILITET OCH ATTRAKTORER

Vi skall i detta avsnitt undersoka vad som hénder om man itererar funktioner. Man tar en funktion
f = f(x) och stoppar in nagot tal x. Vi far da f(z). Sedan kan vi ater stoppa in f(x) i f, da far
vi f(f(x)), osv. Lat oss inféra beteckningen f(f(z)) = f?(z), och mer generellt

(fofo...of)x)=f(x). (8.1)
—_——

Vi séiger att f™(z) &r det n:te iteratet av « under f. Vidare, om y = f(z) sa séger vi att x avbildas
pa y under f. Vi skall nu mera i detalj undersoka vad som kan hénda nér vi itererar en funktion f.

Lat oss borja med ett enkelt exempel, f(z) = 22. Grafen till f, som ir bra att ha i sidana hir
sammanhang, ser ni nedan.

Till att borja med kan man fraga sig om det finns punkter som avbildas pa sig sjélva, dvs punkter®
a sadana att f(a) = a. Sadana punkter kallas fixpunkter. I figuren ser man att fixpunkterna ér
precis de a dar funktionsgrafen skiir linjen y = x. Vi slar fast att i vart exempel sa dr a = 0
och a = 1 fixpunkter. Var uppgift 4r nu att avgora om f"(a) niirmar sig nagot da n blir stérre
och stérre och a &r ett tal skilt fran 0 och 1. Lat oss ta a = 1/2 till en borjan. Forst far vi
FH1/2) = F(1/2) = (1/2)* = 1/4. Vidare f2(1/2) = F(f(1/2)) = F(1/4) = (1/4)* = 1/16. Det
ar 14t att sluta sig till att f(1/2) = (1/2)™ = 1/(2™). Nér n blir stort ser vi alltsa att f(1/2)
nérmar sig 0.

Om vi nu mer generellt antar att 0 < a < 1, vad hdnder med f"(a)? Uppenbarligen géller ju att
f?(a) = (a®)? = a* < a® = f'(a). Vi kan sluta oss till att f"(a) = a®" som nirmar sig 0 da n blir
storre och storre. Grafiskt kan man askadliggora iterationerna enligt nedanstaende figur.

y

y=Xx

Observera att f(—a) = (—a)? = a® = f(a). Om det giller att f(a) = f(—a) s siiger man att f
dr en jamn funktion. Alltsa kan vi “spegla” vart resonemang och sla fast att om 0 < —a < 1, dvs

9Vi anvénder nu variabeln a istéllet fér = for att vara tydligare i figurerna.
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—1 < a < 0 sa giller ocksa att f"(a) gar mot 0 da n gar mot odndligheten. Vi skriver f™(a) — 0
da n — oco.

LAt oss nu istiillet anta att a > 1. Enligt ett liknande resonemang giller d att f2(a) = (a?)? = a* >
a®> = f'(a). Eftersom f™(a) = a*" giller att f™(a) viixer obegrinsat da n gar mot odndligheten.
Vi skriver f™(a) — oo da n — co.

Vi kan se att fixpunkterna till f, dvs punkterna 0 och 1 spelar en stor roll har. Om vi startar i
intervallet —1 < a < 1 géller enligt ovan att f™(a) — 0 dd n — oo, och om |a| > 1 (verifiera
dettal) sa giller att f™(a) — oo da n — oco. Uppenbarligen spelar ingen roll hur nira 1 vi startar,
vi kommer i vilket fall att avligsna oss fran 1 nér vi itererar f. En fixpunkt med denna egenskap
kallas repellerande. Fixpunkten O drar till sig punkter om vi startar tillrdckligt néra 0 och kallas
dérfor attraherande. Intervallet —1 < a < 1 inom vilket f™(a) — 0 kallas attraktionsomradet till
fixpunkten 0.

For er som kan derivator:

Observera nu att f/(xz) = 2z och alltsa f'(0) = 0 och f/(1) = 2. Speciellt giller alltsa att f/(0) < 1 och f/(1) >
1. Dessa tva faktum &r viktiga karaktériseringar av fixpunkterna. Man kan géra en ekvivalent och mer rigoros
formulering fér huruvida en fixpunkt &r attraherande eller repellerande genom att rikna ut derivatan i fixpunkten.

Om |f’(a)| < 1 s& dr fixpunkten a attraherande och om |f’(a)| > 1 sd &r den repellerande.

En attraktiv fixpunkt kallas for attraktor. Varfor dr det nu sa att dessa tva formuleringar hianger
ihop? Ritar man linjen y = x sa kan vi askadliggora iterationerna pa foljande vis. Om vi antar att
tangenten till funktionen f har lutning som dr mindre &n 1, dvs den far inte vara brantare &n vare
sig linjen y = x eller linjen y = —x. Tag ett = och dra en lodrét linje upp till f. Drag dérefter en
vagrit linje i riktning mot linjen y = « till dess du tréffar denna linje (y = x). Drag nu ater en
lodrét linje tills du traffar grafen till f igen, osv. Man kan illustrera detta grafiskt, se nedan.

y=X

y=f(x)

%@ +
4@ |
f@ T

Som synes nirmar vi oss fixpunkten ju fler iterationer som gors.

A andra sidan, om tangenten till grafen till f i fixpunkten har lutning stérre én 1 sa kan vi med
samma metod se att vi kommer att avligsna oss fran fixpunkten:

Y=/ yex

fla) |
fz(a) 1
t3a) T
4 +
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Lat oss nu titta pa vad detta har med talfoljder att gora. Lasaren kanske redan har listat ut att
man kan se f™(z) som en talféljd, som beror pa variabeln x. Lat oss bortse fran z-beroendet nu
och sitta a, = f"(x). Observera att a,, ges av rekursionsformeln

an+1 = flay). (8.2)

I kapitlet om konvergens hos talféljder talades om hur man kan avgora om en talféljd konvergerar,
dvs om det finns nagon punkt b sadan att a,, — b da n — co. Om vi nu vinder pa problemet och
antar att vi har en talfoljd som ges via en rekursion som 8.2 (samt nagot initialviirde). Faktum &r
att vi har nyss tagit fram en metod fér hur man kan avgéra om a,, konvergerar. I fallet ovan far vi
med a, = f"(z) att

i1 = flan) = a. (8.3)

Vi har just rett ut att a,, konvergerar om —1 < x < 1, och divergerar om |x| > 1. Liisaren uppmanas
att utreda varfor tecknet < anvénds i olikheten istéllet for som tidigare <.

Vi kan anvénda ett analogt resonemang for vilken talféljd som helst som &r given ur en rekursions-
formel som (5.1), forutsatt att funktionen f &r kontinuerlig (vilket i princip innebér att funktionen
inte gor nagra plotsliga hopp). Saken #r da den att om vi kan hitta en attraktiv fixpunkt till f sa
gilller att om vi startar med nagot viirde x sa kommer talfljden a,, = f™(x) att konvergera mot
fixpunkten om x ligger i attraktionsomradet!

Vi skall nu studera s k periodiska punkter. En punkt a kallas periodisk om den aterkommer efter
ett visst antal iterationer, m a o f"(a) = a, for nadgot n > 1. Observera att det giller da #ven
att f"*(a) = a for varje heltal k > 0. Det heltal p som #r det minsta tal sidant att fP(a) = a
kallas for ordningen till den periodiska punkten a. Punkten a kommer da att ga genom de olika
punkterna a, f(a), f*(a),..., fP~(a) for att sedan aterkomma till punkten f?(a) = a. Observera
att om n = 1 sa &r a en fixpunkt. Sjilva banan som den periodiska punkten gar genom kallas for
en cykel. Det finns liksom i fallet med fixpunkter, bade attraktiva och repellerande cykler. Om
ordningen &r p sa talar vi om p-cykler. Vi kan gora en liknande fragestéllning som i exemplet ovan
med en fixpunkt, ndmligen foljande: Finns det ett motsvarande attraktionsomrade till en attraktiv
cykel? Svaret dr ja. Situationen dr mycket lik den med fixpunkten. Det &r helt enkelt sa att om vi
startar tillriackligt néra en attraktiv cykel sa kommer man att ndrma sig denna. Om vi antar att vi
har den attraktiva cykeln a, f(a), f?(a),..., fP~!(a) och startar med en punkt b tillriickligt niira
a sa kommer f™(b) nirma sig f"(a) da n okar.

Lat oss nu titta pa funktionen g(z) = —sin S. Eftersom g(1) = —1 och g(—1) = 1 far vi g*(1) = 1.
Alltsa ér 1 en periodisk punkt av ordning 2 (givetvis dr ocksa —1 periodisk av ordning 2). Ar da

denna 2-cykel attraktiv? Svaret &r ja. Detta illustreras enklast genom att rita grafen till g(x) (se
nedan).

y=X

y=9(x)

Lagg mirke till att grafen till g véinder vid punkterna 1 och —1. Tangenten till grafen &r alltsa
parallell med z-axeln i dessa tva punkter. Observera att man inte far ett rigorést bevis for att
denna 2-cykel dr attraktiv genom att rita en graf och titta lite pa den! Lésaren kan dock med
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fordel gora egna iterationer med figurens hjélp enligt samma metod som anvéindes i fallet med de
attraktiva och repellerande fixpunkterna. Prova med startvérden som ligger néra 1 men skilt fran
1! Kvadraten i figuren svarar mot den ovan ndmnda 2-cykeln.

For er som kan derivator igen:

Anta att vi har en cykel a, f(a), f2(a),... , fP~(a), med a periodisk av ordning p, dvs fP(a) = a. D4 #r f attraktiv
om |(f?)"(a)] < 1.

Med denna definition kan vi nu ldtt sluta oss till att 2-cykeln i exemplet ovan #r attraktiv. Derivatan av g ar

g'(z) = —% cos Sz. Enligt kedjeregeln blir derivatan av g*(z)
2 T, ™
(8%)' () = ¢ (o(2))g'(2) = " cos(~ 5 sin(5.2)) cos( ). (5.4

Vi far da att (g2)’(1) = 0 < 1. Alltsa #r 2-cykeln attraktiv. Man har en speciell bendmning pa cykler vars derivata
4r noll som i detta fall. Cykeln kallas da superattraktiv.

Om vi nu skulle ha en talféljd som ges via rekursionsformeln
an+1 = g(an) (85)

sa galler att a, skulle ndrma sig 2-cykeln 1, —1 om vi startar i attraktionsomradet till densamma.
an, skulle alltsa inte konvergera utan hoppa mellan en liten omgivning till 1 och —1 da n véxer.
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9. FLERDIMENSIONELLA ”TALFOLJDER”

Vi har sett exempel pa hur talféljder genereras av en rekursion som beror av en variabel. Man kan
ocksa tinka sig att generera en méangd tal med hjilp av en rekursionsformel i flera variabler.

Exempel 9.1. n personer ska spela brannboll. For att spela briannboll behéver man ett utelag
och ett innelag. Man har bestdmt att utelaget ska innehalla k personer. P& hur manga sétt kan
man vélja vilka som &r ute?

Losning: Vi nojer oss for 6gonblicket med att ta fram en rekursiv formel. Vi har n objekt och vill
bland dessa vélja ut k stycken. Ordningen spelar ingen roll. Vi betecknar detta tal med (Z)

Betrakta en av brannbollspelarna. Denne &r antingen med i utelaget eller i innelaget. Om spelaren
ar med 1 utelaget maste vi vilja ytterligare k — 1 spelare bland de aterstaende n — 1 spelarna. Det
kan vi gora pa (Zj) sétt. Om spelaren inte dr med i utelaget maste vi vilja k spelare bland de

aterstaende n — 1 spelarna. Det kan vi gora pa (";1) sitt. Alltsa far vi

ny (n-—1 n n—1

k) \k-1 k)
Talen (}) kallas binomialkoefficienter och &r mycket vanliga inom kombinatoriken'®. Man brukar
siga "n vilj k7 eller "n 6ver k7. Skriver man upp dem i en triangel sa att varje rad svarar mot ett

visst n far man det som kallas Pascals triangel (tabell 1). Enligt rekursionsformeln giller att varje
tal &r summan av de tva tal, som star nirmast ovanfor.

TABELL 1. Pascals triangel. I rad n och position k fran vinster finner vi (Z:i)
Overst har vi alltsa (O).

0
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Ovning 9.2. Utéka Pascals triangel med ndagra rader. Vilka tal finns pd andra respektive tredje
diagonalen fran vinster? Hur ser rekursionsformeln ut i dessa fall (k=1 resp k =2)¢

For att ta fram en direkt formel for binomialkoefficienterna ska vi titta litet ndrmare pa hur det
gar till ndr man véljer. Antag att vi har n olika objekt att vélja bland och att vi vill skapa en ko
av dessa. Den forsta personen i kén kan vi vélja pa n olika sétt. Den andra kan vi vélja pan — 1
olika sitt (eftersom vi bara har n — 1 personer kvar att viilja bland), den tredje kan vi viilja pa
n — 2 sétt osv. Sammanlagt blir det n- (n—1)-(n—2)-...-2-1 sétt, vilket vi betecknar n! (utlidses
“n-fakultet”).

Vi kan nu skapa utelag och innelag genom att stélla alla spelare i en lang ko, vilket vi kan gora pa
n! sitt, och sedan dela kon efter person nummer k. Men vi &r inte riktigt fardiga da. Det spelar ju
ingen roll i vilken ordning de foérsta k spelarna star, sa vi kommer att fa samma utelag varje gang
vi véljer dessa k spelare forst. Det kan vi gora pa k! olika sétt, sa vi maste dela med k!. Pa samma
sétt ser vi att ordningen i innelaget inte heller spelar nagon roll, sa vi far dven dela med (n — k)!.
Alltsa giller att antalet séitt att viilja utelaget blir n! delat med k! och (n — k)!, dvs

(+) = w o

Ovning 9.3. Anvind induktion for att visa ovanstiende formel med hjilp av rekursionen.

Ledning: Utfor induktionen i n-led, dvs antagandet dr att formeln gdller for alla k med n =p —1
och sedan visar man det for alla k med n = p. Man inser enkelt att (8) = (Z) =1, sa vi behdver
bara visa formeln for de k som dr sadana att 1 < k < n—1.

10K ombinatorik kallas den del av matematiken dir man riknar pd hur ménga sitt man kan gora olika saker.
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Ovning 9.4. Vi ser att Pascals triangel verkar vara symmetrisk. Bevisa detta!

Ovning 9.5. Vi anvinde i induktionsdelen att (a + b)> = a® + 3a%b + 3ab® + b* (med a = p och
b= —1). Koefficienterna i summan (1, 8, 3, 1) stammer dverens med rad 4 i Pascals triangel. Vi

har alltsa
3 3 3 3
3 310 271 172 01,3
(a+b)° = (O>a b + (1)(1 b + <2>a b* + (3)(1 b

(a+b)" = i (Z)a”kbk.

k=0

och mer generellt

Visa detta!

Ledning: Detta gors enklast med ett kombinatoriskt bevis, dvs man forklarar varfor koefficienterna
blir vad de blir. Det gar dven att gora med induktion.

Ett annat intressant problem &r att understka hur manga sitt n personer kan dela in sig i k
grupper. Dessa tal betecknar vi S(n, k) och kallas Stirlingtalen av andra slaget. Varje grupp maste
ha minst en person och alla personer maste vara med i precis en grupp. Aven hir finns det en
rekursionsformel.

Vi antar att vi placerat ut alla personer utom den sista. Denna person &r antingen sjélv i en grupp
eller i en grupp tillsammans med andra. Om personen ér sjéilv dr de andra n—1 personerna indelade
i k—1 grupper. Det kan goras pa S(n—1,k—1) sitt. Annars dr de andra n— 1 personerna indelade
i k grupper och vi maste vilja vilken av dessa grupper som den sista personen ska vara med i. Det
kan vi gora pa k olika sitt. Vi far alltsa

S(n,k) = S(n—1,k—1)+k S(n—1,k).

Aven dessa tal kan skrivas i en triangel (tabell 2). Denna gang blir inte triangeln symmetrisk.

TABELL 2. Stirlingtalen. Irad n och position k fran vénster finner vi S(n—1,k—1).
Overst har vi alltsa S(0,0).

1
0 1
0 1 1
0 1 3 1
0 1 7 6 1

Ovning 9.6. Utdka tabellen med Stirlingtal med nagra rader. Vilka tal finns pa andra diagonalen

fran héger? Vilka finns pa tredje diagonalen fran vinster? Hur ser rekursionformlerna ut i dessa
fall (k =n — 1 respektive k =2)?

Ovning 9.7. Visa med hjilp av induktion att Stirlingtalen ges av

S(n, k) = % 2(1)’“@)#

Ledning: Induktionssteget dr rdtt sa svart. Den som dr ovan vid summardikningar kan nédja sig med
att forvissa sig om att nedanstaende dr korrekt och ligga till slutet.

Vi gor forst vara antaganden. Vi antar att formeln gdller for samtliga k med n = p — 1, dvs att

S(p—1,k) = % g(—l)k‘i(lz>ip_l.

Vi ska visa att den gdller for samtliga k for n = p, vilket skrivs

) = 3 ()
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Nedanstaende berdkning visar detta.

S(p,k) = kSp—-Lk)+Sp—-1k-1)

= % g(_l)k_i<l§)ip_l * (k—11)! 2 (_1)k_i_1<k;1>ip_l

SEEer () b

Vi har nu bara en summa, vars forsta och sista faktor stammer dverens med det vi soker. Det
ricker alltsa att snygga till faktorerna i mitten av summan.



