
Dagens teman

• Fouriermetoder, inledning

Komplexa fourierserier (FM 1.1)

Fouriertransformen (orientering) (FM 1.1)

Energi hos signal, Parsevals relation (FM 1.2, 3)

LTI-system (orientering) (FM 1.4)



Komplex fourierserieutveckling, L-periodisk:

x(t)  = ∑
n=– ∞

∞

 cn e2πint/L, (Syntesekvation)

cn =  
1
L

⌠⌡
–L/2

 

L/2

x(t) e
–2πint/L dt (Analysekvation)

Om x(t) reell och

x(t) = 
a0

2   + ∑
n=1

∞

 








an cos 
2πn
L  t + bn sin  

2πn
L  t

= ∑
n=– ∞

∞

 cn e2πint/L

så gäller



an = 2 Re cn,  då n ≥ 0,

bn = –2 Im cn,  då n ≥ 1.

cn = 








an – ibn

2 ,  då n > 0,

a–n + ib–n

2 ,  då n < 0,

c0 = 
a0

2 ,  då n = 0. 



Fouriertransformen

x(t)  =  
1
2π

⌠⌡
– ∞

 

∞

 X(ω) eiω t dω, (Syntesekvation)

där

X(ω) =
⌠⌡
– ∞

 

∞

 x(t) e–iω t dt. (Analysekvation)



Skalärprodukt för komplexa funktioner

Skalärprodukt:

x(t) och y(t) definierade i intervall a < t < b
(a = – ∞ och/eller b = ∞ ej uteslutna).

(x(t), y(t)) =
⌠⌡
a

 

b

 x(t) 
___
y(t) dt.

Ortogonalitet:
x(t) ⊥  y(t) ⇔ (x(t), y(t)) = 0.

Viktigt exempel: Om m och n olika heltal så är

e2πint/L ⊥ e2πimt/L på intervall av längd L.
Norm:

||x(t)||  = 






⌠⌡

a

 

b

 |x(t)|2 dt
1/2

 =  (x(t), x(t)).

Exempelvis: På intervall av längd L:

||e2πint/L||2 = L.

Storheten ||x(t)||2 är ett mått på signalens
energiinnehåll.



Parsevals relation

För fourierserier:

Om x(t)  = ∑
n=– ∞

∞

 cn e2πint/L, så är

1
L 

⌠⌡
– L/2

 

L/2

|x(t)|2 dt = ∑
n=– ∞

∞

  |cn|2.

För fourierintegraler:

Om x(t)  =  
1
2π

⌠⌡
– ∞

 

∞

 X(ω) eiω t dω, så är

⌠⌡
– ∞

 

∞

|x(t)|2 dt =  
1
2π 

⌠⌡
– ∞

 

∞

|X(ω)|2 dω.

Energitolkning av dessa relationer

”Energin hos en signal
= summan av delsvängningarnas energi.”



Linjära tidsinvarianta system (LTI-system)

Lx(t) xL(t)

Definierande egenskaper:

1° (Linjaritet)

Om
z(t) = ax(t) + by(t), a och b konstanter,

så är
zL(t) = axL(t) + byL(t).

2° (Tidsinvarians)

Om α är en reell konstant, så gäller:
y(t) = x(t – α) ⇒ yL(t) = xL(t – α).



Några viktiga egenskaper:

1. (Karakterisering av LTI-system)
För alla LTI-system gäller:

 
⌠

⌡
–∞

∞

h(t – τ) x(τ) dτhx(t)

där h(t) (”pulssvaret”) är en ”funktion” som
entydigt karakteriserar systemet.

Räkneoperationen på höger sida

⌠⌡
– ∞

 

∞

 h(t – τ) x(τ) dτ

kallas faltningen av h och x, skrivs h(t) * x(t).



2. (Egenfunktioner till LTI-system)

heiω t H(ω)·eiω t

där

H(ω)  =
⌠⌡
– ∞

 

∞

 h(t) e–iω t dt

dvs.

De harmoniska funktionerna eiω t är egenfunktioner
till alla(!) LTI-system. Motsvarande egenvärde
ges av fouriertransformen för systemets pulssvar.

H(ω) kallas systemets överföringsfunktion.

3. (Överföringsfunktionens roll)
Om

x(t) h  y(t),

så gäller för fouriertransformerna till de tre
ingående funktionerna x, h och y att

Y(ω) = H(ω)·X(ω).


