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Kompletterande formelblad for kursen 5B1209/1215:2
1. Speciella funktioner

anafunkii Heavisides funkii t i1, omt>0,
rangfunktionen (Heavisides funktion =
Sprangfunkti (Heavi unktion)  u(t) *0’ <O
] i , [ 1, omt>0,
Sgnumfunktionen signt =
-1, omt<O.
Rektangel funkii 1, om|t|<1/2,
an unktionen rectt = {
° 10, om |t| > 1/2.
i (sinpt)/(pt), omt 1 O,
Snus cardinalis (" Sincen”) snct =  (Sinpt)/(pY)
1, omt =0.
d-funktionen:
0, omt® O, { ¥

h gd(t—a)dt=1foralakonstantaa
¥

.‘[
9O =1 coesinierad, omt =0 p ©
Om x(t) & kontinuerligfort = a
X()-d(t — a) = x(@)dt — a),
Skalning:
1

d@@) = 1)

d(t),oma? 0.

2. Generaliserad derivering

Om x(t) & en stréckvis deriverbar funktion med sprangdiskontinuiteter d; ds, ... i
punkternaag, ay, ... ,dvs. di = x(@+) — x(@-), saar

X () ={xX ()} + did(t—ay) + dd(t—ay) + ...
(X'(t) & den generaiserade derivatan, { X (t)} den klassiska).
Specidlt:
u'(t) = d(), C(Ijtsign (t) = 2d(t), g![ rect (t) = d(t + 1/2) — d(t — 1/2).
Derivering av d-pul ser:

Om X (t) kontinuerligi t = a: gé X(t)-d'(t—a) dt = —x'(a).

-y
¥

Om x"(t) kontinuerligi t = a: § X(t)- dot — &) dt = (-1)" x"(a).

—¥



3. Periodicitet

P-periodicitet, (P > 0): A
X(t) & P-periodisk U x(t + P) = x(t) for dlat.

P-periodisk fortsattning:
X(t) & P-periodiska fortsattningen av y(t) U x(t) = ?;i y(t — nP).

n=—¥
é. Faltning
X(O) * (1) = §x(t—1) y(t) ek
X(t) * (ay(t)) =a (x(t) * y(1)), X+ ((E) + ZD) = X(@) * Y(t) +x(M) * At)
X(t) * y(t) = y(t) * X(t), (X(®) * y(t)r Zt) = x(t) * (y(t) * A1)
X(t) * d(t — a) = x(t — a), x(t) * dO(t — a) = x(t — a)

4. Komplex fourierserieutveckling av P-periodiska funktioner:

X(t) = 3‘ c, e2rint/P - (Syntesekvationen)
n=—¥
dér cn = 3X(t) e2in /Pt (Analysskvationen)
P
Samband med reell serieutveckling for reella x(t)

¥
X(t) = %0 + E":’ll(an cos 2pnt/P + by, sin 2pnt/P),
n=

= %(an_jbn) omn3 1och:%(am +jb_n)0mn£—lsamt:a§° omn=0,

a,=2Rec,, dan3 0,och by=—2Imc,,dans? 1

. ov2
Funktionsnorm [IxOI = é; | x(t)| 2 dt T
Totalenergi (under 1 period): [|x®)||2 = 83 | x(t)] 2 dt.
Medel effekt §P Ix@)|2 dt.
: 19 _ ¥
Parsevalsrelation P [x@®)|2dt= & |cy|?
qD n=—¥



5 Fouriertransformen

X(t) = X(w) ewt dw, (Syntesekvationen)

Yy

dar X(w) :§ X(t) edwt dt (Anaysekvationen)
(Obs: Variaben vv_¥motsvaras | ZCkap 14.4av —a!)

OL/2
Funktionsnorm Ix@)|| = é | X(t)|2 dt
Totalenergi | x(®)|| 2 =8 | ()] 2 dt.
¥

¥ ¥
Parsevals relation 8 Ixvl2dt = 1p- 8 IX(@)|2 dw.

—¥ —¥

6. LTI-system
Pulssvar dt) —p» h —p N(t)
och utsignal generéllt:
Xt) —po h —p- N(t) * X(t) = x(t) * h(t)
Harmonisk insignal ger harmonisk utsignal:
jwt _.} h —p> H(w)-elwt
dér H(w) = § h(t) edwt dt &r dverforingsfunktionen.
¥

Overforingsfunktionen roll:
om Xt) —p h (1),
saar Y(w) = H(w)-X(w).

Sammansattning (seriekoppling) av LTI-system:

I
dt)y —eH h — K > [(t) = k(t) * h(t)

och for motsvarande Overforingsfunktioner: L(w) = K(w)-H(w)



7. Tabdll over fouriertransformer

Allménna egenskaper:

Dualitet
Funktion Transform
Om_ x({) Z(w)
& Z() 2D X(-W)
Ovrigt
Funktion Transform
X(t) X (w)
gwot x(t) X (W — W)
X(t — to) edwto X (w)
VT
X(at),at 0 la| " &as
X(—t) X(~w)
(x> y)(t) X(w)-Y(w)
: 1
X(t)y(®) 2 (X * Y)(w)
d .
4 XM Jw X(w)
t x(t . d
® i gy X(W)
adn .
g X() (iw)n X(w)
. dn
t X(t) Jn awn X(W)
Sampling av x(t) med 2p/T-periodisk fortsatt-
sampelavstand T ning av /T - X(w)
L-periodisk fortsdttning | Sampling av 2p/L-X(w)
av x(t) med sampel avstand 2p/L




Soeciella transformer

Funktion Transform
d(t) 1
1 2p d(w)
d(t — to) edwio
gwot 2p d(w — wp)
d(t — t,) + d(t + to) eiwto + eiwto = 2 cos(wt g)
cos (Wot) p (d(w — wg) + d(w + wo))
d(t — to) — d(t + to) eiwto —eiwto = —2j sin(wtg)
sin (wot) —Ppj (d(w — wo) — d(w + wo))
Y4 ¥
a dt-n) 2p & dw —2pn)
n=—¥ n=——¥
g g
a dt—nT) 2p/T a d(w—2pn/T)
n=—¥ n=—¥
1
u(t) jw +p dw)
sgn(t) 2
jw
rect (t/P) P sinc (Pw/(2p))
sinc (t/(2p)) 2p rect (w)
sinc(t) rect (w/(2p))




Funktioner med rationella transformer

Konstanten a forutsétts vara> 0. w = 2pf

Funktion Transform
d"() (w)r
1
e= u(t) a+jw
. 2
e signt “a+w
tn—l e—at 1
(- 4V (a+jw)’
N tn—l e—j at . , 2
I n=pr S9N @+ w)"
1
e u(-t) a—jw
d* signt A—wW
—t n-1 eat 1
(-1 4V (a—jw)"
n-1 _jat 2
f] signt n
i"(n=1)! (@-w)
] 2
signt W
tn—l _ 2
(- SO ()’
2a
g2l 22+
2Jw
—alt| _
e " signt 22+ w2
) . 2a
sinat signt 2
. 2|w
cosat signt 2172
a“—w




Existens- och entydighetssats (ZC, Th 1.1):

Oomf(x,y) och i (x y) & kontinuerliga
sa har begynnel sevardesprobl emet:

y (%) = (X, y(x)), y(x0) = Yo
en och endast en [osning y(x) I varjefall |
nagon omgivning av X = Xo.

Existens- och entydighetssats (ZC, Th 4.1):

Om koefficienterna och HL 1 ekvationen

y +a, 1 (y™D + .. a (X)y” +ag(x)y = g(x)

ar kontinuerligai ett intervall, sa kommer begyn-
nel sevardesproblemen (med begynnel sepunkten |
Intervallet) att ha en och endast en |Gsning | det
Intervallet.

Existens- och entydighetssats (ZC, Th 8.1):

Om koefficienterna och HL 1 ekvationen
X (1) = AX(t) + (1)

ar kontinuerligai ett intervall, sa kommer begyn-
nel sevardesproblemen (med begynnel sepunkten |
Intervallet) att ha en och endast en [16sning | det
Intervallet.



L aplacetransfor men
y

nggfmeﬂdt
0

(L aplace-)faltning
t

ﬂo*mwzgﬂp4)mndt¢>a
0



Egenskaper hos laplacetransfor men

Funktion Transform
f(t) F(s)
af(t) + bg(t) aF(s) + bG(s)
e(t) F(s—a)
ft—a)u(t—a),a>0 e 25 F(9)
f(at),a>0 ; F %
; f %, a>0 F(as)
(f= g)(1) F(s)-G(s)
& 1(t) s F(9) - f(0)
tf(t) -8 F(s)
! " F(s) — s H(0) —
RO _S7H(0) - ...
—sf™) -
)
n
() )" 9 Fs)
ds
t
3 f(t) dt , t>0 FS’)
0]
0




Soecidla transformer

Funktion Transform
d(t) 1
1 1
S
1
t 2
n!

t" L
dit—a),a>0 gas
uit—a),a>0 e_sas

1
t
& s—a
- 1
at
€ Ss—la
cos (at) S
£ + a2
sin (at) a




