
Dagens teman

• Ortogonala funktioner (ZC11.1)

• Sinus- resp. cosinusutvecklingar (ZC11.3)

• Fouriermetoder, inledning (Fouriermet. §1)

Komplexa fourierserier

Fouriertransformen (orientering)

Energi hos signal, Parsevals relation



Skalärprodukt och norm
Definitioner (ZC Def 11.1 – 3)

Normen av en funktion f(x), a ≤ x ≤ b:

|| f(x)|| = 










⌠⌡ 
b

a

 |f(x)|2 dx  

1/2

Storheten || f(x) – g(x)|| är ett slags mått på avstån-
det mellan f och g.

Skalär produkt av två (reellvärda) funktioner
f(x) och g(x), a ≤ x ≤ b:

(f, g) = ⌠⌡ 
b

a

 f(x) · g(x) dx.

Funktionerna är ortogonala om (f, g) = 0.

Enligt ovan är (f, f ) = || f(x)||2.



Detta är i analogi med koordinatformlerna för
skalärprodukt och belopp hos vektorer i RN:
Om

u = (u1, u2, … , uN), v = (v1, v2, … , vN),
så är

u · v = ∑
n =1

N

 unvn

och  u · u = |u|2 =  ∑
n =1

N

 |un|2



Speciellt för fourierserier:
1. Funktionerna

1, cos nx och sin nx (n = 1, 2, …)
är parvis ortogonala på intervallet –π ≤ x ≤ π.

2. ||cos nx||2 = ||sin nx||2 = π, ||1||2 = 2π.



Fourierserieutvecklingen

f(x) = 
a0

2   + ∑
n =1

∞
 (ancos nx + bnsin nx)

kan ses som en koordinatframställning av f i basen
(basfunktionerna)

1, cos nx och sin nx (n = 1, 2, …)
På grund av deras ortogonalitet får man:

(f(x), cos mx) = am ||cos mx||2 = π am,

(f(x), sin mx) = bm ||sin mx||2 = π bm,

(f(x), 1) = 
a0

2  ||1||2 = π a0,

dvs. utskrivet med integraler:

am = 1π ⌠⌡ 
π

–π

 f(x) cos mx dx, m = 0, 1, 2…,

bm = 1π ⌠⌡ 
π

–π

 f(x) sin mx dx , m = 1, 2, …



Komplex fourierserieutveckling
(Fouriermetoder 1.1)

L-periodisk

x(t)  = ∑
n=– ∞

∞

 cn e2πjnt/L, (Syntesekvation)

cn =  
1
L

⌠⌡
–L/2

 

L/2

x(t) e
–2πjnt/L dt (Analysekvation)

Om x(t) reell och

x(t) = 
a0

2   + ∑
n=1

∞

 








an cos 
2πn
L  t + bn sin  

2πn
L  t

= ∑
n=– ∞

∞

 cn e2πjnt/L

så gäller



an = 2 Re cn,  då n ≥ 0,

bn = –2 Im cn,  då n ≥ 1.

cn = 








an – jbn

2 ,  då n > 0,

a–n + jb–n

2 ,  då n < 0,

c0 = 
a0

2 ,  då n = 0. 



Fouriertransformen (F 1.1)

x(t)  =  
1
2π

⌠⌡
– ∞

 

∞

 X(ω) ejω t dω, (Syntesekvation)

där

X(ω) =
⌠⌡
– ∞

 

∞

 x(t) e–jω t dt. (Analysekvation)



Skalärprodukt för komplexa funktioner
(F 1.3)

Skalärprodukt:

x(t) och y(t) definierade i intervall a < t < b
(a = – ∞ och/eller b = ∞ ej uteslutna).

(x(t), y(t)) =
⌠⌡
a

 

b

 x(t) 
___
y(t) dt.

Ortogonalitet:
x(t) ⊥  y(t) ⇔ (x(t), y(t)) = 0.

Viktigt exempel: Om m och n olika heltal så är

e2πjnt/L ⊥ e2πjmt/L på intervall av längd L.
Norm:

||x(t)||  = 






⌠⌡

a

 

b

 |x(t)|2 dt
1/2

 =  (x(t), x(t)).

Exempelvis: På intervall av längd L:

||e2πjnt/L||2 = L.

Storheten ||x(t)||2 är ett mått på signalens
energiinnehåll.



Parsevals relation (F 1.3)

För fourierserier:

Om x(t)  = ∑
n=– ∞

∞

 cn e2πjnt/L, så är

1
L 

⌠⌡
– L/2

 

L/2

|x(t)|2 dt = ∑
n=– ∞

∞

  |cn|2.

För fourierintegraler:

Om x(t)  =  
1
2π

⌠⌡
– ∞

 

∞

 X(ω) ejω t dω, så är

⌠⌡
– ∞

 

∞

|x(t)|2 dt =  
1
2π 

⌠⌡
– ∞

 

∞

|X(ω)|2 dω.

Energitolkning av dessa relationer

”Energin hos en signal
= summan av delsvängningarnas energi.”


