Arbetsmaterial 1, Signaler & System |, VT04/E.P.

1. Geometriskt om grafer

En av den har kursens syften &r att ge de viktigaste matematiska metoderna som man anvander for att
bearbetasugnaler av olikadlag. Oftadr det sAatt den signal som man iakttar inte ar den egentliga, utan
det man"ser” & nagon slags deformation, forvrangnlng eller stympning av den "riktiga’. Det &r dar-
for viktigt att pa olika sétt kunna ™ mani puler grafiska bilder av signaler. Varje sadan mani pulation
har en analytisk (d.v.s. "formelmassig”) motsvarighet. Vi gar igenom nagra enkla men viktiga sddana
fall. Signalen gav tanker vi oss beskriven av en funktion x(t), dar t ofta har (men inte maste ha) dimen-
sionen tid! Grafiskt |ater vi x-axeln varavertika och t-axeln horisontell.

1.1 Trandlation i horisontell led, x(t—a)

Om x(t) forskjuts a enheter i t-axelriktningen, sa far man grafen
for x(t—a).

1.2 Trandlation i vertikal led, x(t) + a

Om grafen for x(t) forskjuts a enheter i x-axelriktningen,sa far
man grafen for x(t) + a

1.3 Spegling i vertikala axeln, x(—t)

Om grafen for x(t) speglasi x-axeln, sAfar man grafen for x(—t).

Funktioner vars grafer 6vergar i sig salvavid en sidan spegling
kallasjamna funktioner. Analytiskt:

x(®) jamn U x(t) = ().

Exempe pajamnafuktioner: 1, t2, t" dar n ett jamnt heltal, cost,

sint, |t| och = —

smt

1.4 Spegling i horisontella axeln, — x(t)

Om grafen for x(t) speglasi t-axeln, safar man grafen for — x(t).

1

X(t) X(t—a)

AWAW

A
N(t) +a
a /\
X(t)

X(t) X(-=1)
t -t 1

| sidva verket racker funktionshbegreppet, si som det brukar definieras t.ex. i 1:ans grundkurser, inte riktigt for

signalteorins behov, men det problemet tar vi upp forst i arbetsmaterial nr 2.
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1.5 Vridning ett halvt varv kring origo, — x(—t)
Om grafen for x(t) vrids ett halvt varv kring punkten (0,0) i tx-
planet, s far man grafen for —x(—t).

Funktioner vars grafer Gvergar i sig alvavid en sadan vridning
kallasudda funktioner. Analytiskt:
X(t) uddaU —x(t) = x(—1).
Exempel pauddafuktioner: t, t3, th dar n ett udda heltal,
sint, tant, sgntg%l:l%

1.6 Skalning i horisontell led, x(at)

Om grafen for x(t) trycksihop (resp. t6js) sa att avstanden till x-
axeln blir 7 ggr mindre (a>1) resp. stérre (0<a<1), saféar man
grafen for x(at),

1.7 Skalning i vertikal led, a-x(t)

Om grafen for x(t) tojs (resp. trycks ihop) sa att avstanden till t-
axeln blir a ggr storre (a>1) resp. mindre (0< a<1), sa far man
grafen for a - x(t).

1.8 Areabevarande skalning, a-x(at)

Grafen for a-x(at), a> 1, erhdls genom att grafen for x(t) trycks
ihop i t-led och tojsi x-led. ” Areorna” mellan graferna och t-axeln
& dadensammai badafallen, ty

AR

. ._Q
a-x(at) dt = ésubst at ® tu=Q x(t) dt.

k ocoo. x
ko

(Detsammagéler om0 < a <1, men da & det frdga om tojning i t-
led och hoptryckning x-led.)

\
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| " "
X(t)
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1.9 Trunkering?2. Rektangelfunktioner

I
Om en signal iakttas under ett kortare tidsintervall an sin tota- 0 | |
lavaraktighet, sd har man att géra med en trunkerad signal. | |
figuren hér bredvid har man " skurit ut” den del (fet linje) av I |
signagrafen x(t) (tunn linje) som ligger i intervalleta £ t £ b | I
och "glémt” den del som ligger utanfor intervallet. Analy- |
tiskt kan man beskriva detta genom att inféra den " trunkera-
de” funktionen: |

|
_iX(t), dda<t<b, , N/ i >
XM =1o " dat>bedlert<a | Ve °

Oftavill man dock salangt m&jligt undvika att anvanda klammersymbolen. Man kan fa en mera koncis

beskrivning av den trunkerade funktionen genom att till menageriet av standardformler fogas.k. rek-
tangel funktioner:

1,
0,

da<t<b,

il,d
!
Oomas<b  rectan)® =g gat>pelert<a —
rect, b](t)
Den trunkerade funktionen ges da av —

x1(t) = X(t) - rectgp (1) a bt

Rektangel funktionerna hor till de stréackvis konstanta funktionerna och & néra slakt med tva andra
s&dana funktioner, som ocksa fétt ndgot sa nér vedertagna namn:

\
S gnumfunktionen: 1
1 dao<t, sgn(t)
son (© ~i-1, dat<o. T
-1
Enhetsspranget, (" the unit-step-function”, Heavisides funktion?) b u()
. _i 1, dao<t, 1
O =10, dat<o.
Man har att >

son (9 = 2u() - 1,u(y = P L

ochoma<b rectapy () = u(t—a) —u(t—b) = u(t—a)-u(b-1).
(Kontrolleradettal)

2 Ordet betyder ”avhuggning” och kommer ursprungligen fran det latinska verbet for ”hugga av”, trunco. P4 engel-
ska heter det truncation.

3 Den nogranne undrar kanske vad som hander med x:s varden for t = aoch b. Det problemet (som egentligen inte &r
négot problem) kommenteras narmare langre fram (83.2.4).

4 Efter Oliver Heaviside, brittisk fysiker och ingenjor, 1850 — 1925. Inforde funktionen ifraga vid sina kalkyler in-
om elléran. Beteckningen for den &r tyvér inte standardiserad (8n?). | amerikansk litteratur (som Oppenheim
-Willsky) skrivs ofta u. En annan vanlig beteckning & H, medan uppslagsverket b anvander sig av g!
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Man har ocksainfort beteckningen A

recty(t) y R
for rect_p/2,p/2] (1), d.v.s. for rektangelfunktionensom & = 1i ettinterval  rect (t)
av langd p, wmmetrlskt bel&get kring origo. Funktionen i fraga ar jamn. P

—pl2 pl2 t
Ovningar:
1.1 Skisserai sammadiagram grafernatill:

a sint, sin2t och sin%,

b. sint, 2sintoch %sint.

12 a  Skisseragrafentill
jl—|t—1], dA0OEtE 2,
X *
0= * 0, dat>2élert<0 )
och skissera sedan graferna for
b.  yt)=x-1), c YO)=-X1 d.  yt)=-x(-1,
e (B =x(2), f.y(t) =x(t2), g YO =x(t+1),
h.  y(t) =10 x(10t), i.  y(t) = (x(t))190.
B Ge en "formelbeskrivning” i sammastil som (*) for funktionen y(t) = x(2t).
1.3 a Vaifieraatt y(t) = x(t) + x(—t) & enjamn och att z(t) = x(t) — x(-t) & en udda funktion.
b. Eftersomx(t) = X(1) +2X(_ 0 + X(1) —2x(— 0

, sakan tydligen varje funktion skrivas som en

summaav en jamn och en udda funktion. Visa att det bara finns en sadan omskrivning,
d.v.s.om

X(t) = (1) + x,(t), dér x; & jamn och x, udda,
saar

t t t) —x(—t
4= X0 XED ey - XOXCY

Funktionernax; och x i uppglft 1.3b. brukar kallas den jamna respektive udda delen av funktionen x.
1.4 Vilkaar dejdmnarespektive udda delarnatill
1

t jt
a el b. el C. 1_%-

15 Veifieraatt

a  rectp(t) =recty(YP), b.  recty, p(t) =rect %xg'

Fler 6vningar : Oppenheim-Willsky 1.21, 22, (23, 24)

2. Om periodiska funktioner och periodisk fortsattning

Man séger att en funktion x(t) & periodisk med periodlangd P (eller kortare P-periodisk) om

P1 0ochx(t+ P)=x(t) for dlat.
Grafernafor sddana funktioner karakteriserastydligen (jamfor 81.1 ovan) av att de dvergar i sig géva
dadeforskjutsP, 2P, 3P, ... langdenheter i & vanster eler hoger.
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Véakanda exempel pa periodiska funktioner & de trigonometriska funktionerna cos t och sin t (2p-
periodiska), samt tan x och cot X (p-periodiska). Mera udda exempel utgor konstanterna, x(t) = C, som
tydligen & P-periodiskafor vilket P som helst.

t+P

Om en funktion & P-periodisk sd & den automatiskt ocksa 2P-periodisk, 3P-periodisk, 4P-periodisk
0.s.v. —exempelvis &r tan t ocksa 2p-periodisk. Bortsett fran de konstanta funktionerna, sa kan man
visaatt deti alai praktiken intressanta fall alltid finns en minsta positiv period till varje periodisk
funktion.> Den periodlangden kallas fundamental perioden. For de trigonometriska funktionernai det
foregaende stycket angavs just deras fundamental perioder. K onstanterna har ingen fundamental period.

Ovningar:

2.1 Bestdm fundamental periodernatill
a  costsint, b. |cost], c. tanpt.

2.2 Vefieraatx(t) =t — &0, dar &d = storsta heltalet £ t, & periodisk och ange dess fundamental -
period.

Om man fran grafen till en P-periodisk funktion ersétter allt som ligger utanfor ett t-intervall med lang-
den P, t.ex.intervalet—P/2 <'t £ P/2, med motsvarande del av t-axeln sa kan man séga att man har
"skurit ut” en period av grafen,

X5(t)

T T I T
P2 P/2

Analytiskt kan man beskriva denna” stympning” med, att man bildar funktionen
X, om—PR2<tEP2y
(0 = 10, fordladvrigat. b X()- rectp (0.
Man sager att x(t) & den P-periodiska fortsattningen till X (t). Funktionen x(t) kan &terskapas fran
Xp (t) genom att man adderar funktionernaxp (t—nP),n=0, £1, +2, ...:

¥

xt)= & X(t—nP). (Pf)
n=-—¥

Lagg mérketill att en funktion x(t) som &r definierad av ett samband av typen (Pf) altid & P-periodisk
—och detta alldeles oavsett vilken funktion Xp man utgar ifran — bara den oandliga serien konvergerar.

Mera generellt har man kommit Gverens om:

S Mera precist galler: Om en icke-konstant funktion x(t) &r periodisk och kontinuerlig i &minstone en punkt s& har
funktionen en minsta positiv period som alla andra &r heltalsmultipler av.
Beviset for detta &r inte alldeles enkelt och uteldmnas.



| Definition: (Periodisk fortsédttning av funktion) |

4
‘ Funktionen X = a y(t—nP)
n=-—¥
| s&gs vara den P-periodiska fortsattningen av funktionen y(t) — férutsatt att serien & konvergent. |

y(t + 2P) y(® y(t—2P)
y(t + 3P) y(t+P) y(t—P) y(t-3P)

x(t)

-3pP -2P -P P 2P 3P

Exempel 2.1

Grafen av funktionen L 4

(t)_il—ltl, da|t|£ 1, 0
YO=10,  aat;>1,

har skissatsi figuren hér bredvid.

>
t

De P-periodiska fortsattningarnatill dennafor P =3, 2, 3/2, och 1 har da foljande grafer: (Kontrollera
detta som en 6vning!)

3-periodisk fortséttning

y
AN 1 yAYA
>
5 -4 3 2 -1 1 2 3 4 5 6 ,

2-periodisk fortséttning y

1-periodisk fortséttning A

KOOI,




Ovningar:

2.3 Skriv upp anaytiska uttryck for de 3-, 2- och 1,5-periodiska fortsdttningarnai exemplet ovan.
V] att gora detta for intervall symmetriska kring origo och med respektive fundamental periods
langd.

2.4  Skisseraden 3-periodiskafortséttningen till
i 1-12, dalt|£ 1,
x®) =1 [t]-1,dal1<|t] £ 2,
0, da|t]| > 2.

2.5 Vilken & den 1-periodiskafortséttningen av
X(t) = 121, dat >0,

10, dat £0,
i fundamentaintervallet0<t £ 1?
Ledning: 1+ k+ k2 + ... +kN+ ... =1/(1 —k) om | k| < 1.

Fler évningar: OW 1,25, 26.



Svar till 6vningarna:

1.1 a

ANVA

NS/

sint/2 sin 2t
b.
A x
2L
_ 2sint
1| sint
I / A
-2p 1/2sint p 2p
- —1
- —2
1.2 a-d.

S1:1



A x
10
A X
X(t +1) . X2t x(t) X(t/2)
10 x(101t)
-1 1 2 3 4 t’
a,li
A X
Al X(t)
x(t)
1.
/\ t
-1 1 2 3 4 t’ v10 1 E’
(x(t))100
13 b, X)) =x() + X P X(=t) =x(-) + x,(=t) = x(t) —x,(t). Summation och subtraktion av
dessa likheter ger x(t) + X(—t) = 2x(t) och X(t) — X(=t) = 2x(1).
. . 1 t

14 a  coshtochsinht, b. costochsint, C. e OChl—tZ'
1.5 a  Obs. att manfar grafen for recte om man téjer (drar ihop) grafen for rect; med en faktor P.

b.  Obs. att man fér grafen for recty, ;) om man forskjuter rectp dér P = b —amed (a + b)/2

& hoger (om dettata > 0, annars a vanster).

21 a p, b. p, C. 1
2.2 Fundamental perioden &r =1.

2.3

3-periodiska fortsattningen:

-t} dAJt[£ 1, i
y3(t) - %01 dd1£ |t|£ 15, y3(t) - y3(t - 3)

2-periodiska fortséttningen:

ya(t) = 1—|t], daft] £ 1, yo(t) = yo(t—2).

1,5-periodiska fortsdttningen:

1-]t|, d&Jt| £05, )
y32(t) = l05,  da05E |t[£ 075, y1,5(t) =y1,5(t—1,5).

S1:2
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Ax
As ) A" 4 A ) A" 4 A3 vy A3 vy ‘>
5 -4 3 —2 - 1 2 3 4 5 6

25 x(t)=2-(t-1) da0<t£ 1.

S1:3



