Arbet

smaterial 3, Signaler& System |, VTO04/E.P.

4. Nagra viktiga summations- och integrationsfor mler.

Forst en repetition:
4.1 Geometriska serier

For godtyckligakomplexatal a och k galler

I _1-kn .
a+ak+akl+ .. +akl =s=}a7 | Omk® 1, (G)
T T Nemer Tan, omk=1
Bevis Oma + ak + akZ+ ...+ ak™1 =,
Aa  ak +aké+ ... +ak1+ akh =ks,
varav efter subtraktion,
al-k) =(1-Ks0 al =", omke 1),
Omk=1,sa& ssummanav n st tal a, d.v.s. = na.
Ovningar:
4.1 Summera
1.2 4 8 299
a §+§+277+Q+.__+3T()0,
1 2 4 8 299
b. §—§+277—ﬁ+—ﬁ)
1+k+k+k8+ .. +kK _ . 5 )
4.2 | sambandet Ikt ke IC+ . _kn—2arnettuddaheltal 1. Bestamk.
4.3 Enbank ger rantap% arligen med ranteutbetalning vid arets dut. Varje ar under ssmmanlagt n ar

4.4
4.5

4.6

4.7

sétts a kr in pa ett konto den 2 januari. Hur stort blir kapitalet efter det n:te arets slut om inga
uttag gors?

Summerax? + xN =1y + xn=2y2 + |+ x2yN -2 + xyn =1+ y0 dan & ett heltal 3 2.

Veifieraatt summan
eMt+eM-Dt+  +et+l+e+... +eM-Dt4eM
fort! Okan skrivas
P2 _ P2 ginh Py2
di2_gt2 ~ sinht2’

dér P & antalet termer i summan.

Summan (G) ovan &r tydligen en polynom i variabelnk och maste darfor vara kontinuerlig. Spe-

ciellt méste summans vérde fér k= 1 vara= lim a%n :

Verifieradetta genom att direkt berékna gransvardet t.ex. med hjép av I'Hospitalsregel.

) . . sinh Pt/2
Vilket varde har tI(l@mO snh t/2

De komplexaexponentialfunktionernaav typeneW, dar w &r en reell variabel tilldrar sig ett speciellt
intresse inom signalteorin. Ett exempel & den sa kallade jw-metoden. Vi skall i de foljandeavsnitten
tittandrmare pawaaenklasummor och integraler av sadana funktioner. Det visar sig namligen att det

finns

ovantade samband mellan sddana summor och d- pulserna. Sambanden & hornstenar inom den

matematiska teori — fourieranalysen — som spelar en stor roll inom signalteorin.
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4.2 Summation av harmoniska vagor (W -funktioner), pulstag

4.2.1 Forst en kommentar till vissa variabelval:

Vérdet av funktionen &W & som vi vet ett komplext tal med belopp 1 och med argumentvinkeln w métt
i radianer. Om w beror av tiden s kan man askadliggora funktionen som en rorlig pekare fasti origo i
planet. Pekaren snurrar med en vinkel hastighet pa w radianer/sek — moturs om w > 0. Att man oftast
valt just radianméttet som vinkelmétt beror bl.a. paatt deriveringsformlernafor den komplexa exponen
tialfunktionen (och déarmed sinus- och cosinusfunktionerna) blir speciellt enkla.

d . _ o d . ._p R
Exempelvis & som bekant gw Snw=cosw, omw métsi radianer, medanOIW Sinw° =755 COSW’,

om w métsi grader. Trots att radianmattet verkar vara”bast” i matematiska sammanhang kan det i

vissafall andavarafordelaktigt att valja ett annat vinkelmatt. Ett "naturligt” sddant &r att ta ett varv som

enhet. Ett varv motsvarar da 2p radianer respektive 360°. Denna enhet anvands bl.a. i Hjalmarssons

kompendium, vinkelvariabeln betecknas dar med f. Sambandet mellan w (radianer) och f (varv) &r dltsa
w = 2pf.

Nar det galler harmoniska svangningar Wt (w konstant, t tidsvariabel) s& brukar w kallasvinkel frek-

vensen medanfi &2Pft anger antalet perioder/sek, d.v.s. den storhet som inom fysiken métsi Herz.

Vi tittar nu ndrmare p& summor av heltalspotenser av éW-funktioner dar vi ersatt " radianvariabel” w
med "varvvariabeln” 2pa:

4.2.2 Summation av har moniska funktioner
Summan
g2pjMa + g=2pj(M-1)a +  +e2pja +1+e2Pja + ., + e2PiM-Da + g2pjMa = 3§ epjna,
n=-M

& en geometrisk serie med kvot e2Pia, forstaterm e2PiMa  och med P stycken termer, dér P & det
udda talet 2M + 1. For e2Pja 1 1 f& man dérfér summan

Mo L e2pi(2M +D)a _ 1
- 3 pjna = e—2pjMa _ =
Sip(a) = & epm =e a1

ePj(M +l)a _1 pj(2M +l)a _epj(2M +l)a  sinpPa

=ePi(2M + 1)a - i = i . = — .
ghja — gPpja ghja — gpja snpa

For e2pia =1, dvsa = heltal, & summan istéllet = P. Noteraatt termernai summan alaér 1-periodiska
i variabeln a, detsamma géller da forstas ocksa summan.

(Beteckningen S p (a) harror frén Hjalmarssons kompendium (sid 70), dar mera generellt den skalade
varianten T §; p(T't) skrivs Sy p (1).)

Summan &r tydligen altid reell och som funktion av a har dess graf principutseendet:

A

P

Funktionen &r periodisk med periodlangd 1, och dess O-stélleni intervallet 0 <a < 1 &r
a=1pP,2/P, .., (P-1/P. 1

1 | figuren & P = 11.
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Man kan visa att
b
i1, omintervaleta<a <binnehdller precis en heltalspunkt, {

o S1p(a)da ® 10 omintervallet a<a <binteinnehdler ndgon heltalspunkt\fl)daP@ ¥

Funkti onen kommer altsa for stora P att approximativt motsvara enhetspulser vid "tidpunkterna’ a =
heltal. Funktionen representerar ett sa kallat pulstag.

A
A
-2 -1 ¥ 1 2 a
a d@a-n)
n=-¥
Resultatet kan med hjdp av generaiserade funktioner uttryckas
¥ ¥
4 epina = 3 d(a —n) (12)
n=—¥ n=—¥

Ovning:

4.8 Utnyttjasambandet (6) for att verifiera att

y ¥

3 ePint/T=T . § dt—nT) (T-periodiskafallet) (12)

a
n=-¥ n=-—¥

och specidlt

¥ ¥
aédnt =2p - &dt—2pn) (2p-periodiskafallet) (12"

n=-—¥ n=-—¥

Sambanden (12) — (12") & altsalikheter mellan generaliserade funktioner och & med den klassiska
(

analysens syn%tt meningslGsheter. Exempelvis ar vansterleden dlvergentasnerler2 som saknar (klas-
sisk) summal Inte desto mindre kan man anvanda sambanden for att forhallandevis | &t harleda”klas-

siska’ resultat som & mycket svara att fa fram med andra metoder.
Om man t.ex. multiplicerar ekvationen (12") med en funktion x(t) som & kontinuerlig &minstone i
punkterna2pn,n=0, +1, +2, +3, ..., f& man

x(2pn)d(t 2pn) (13)

|| Q)O'K

x(t) dnt =2 x(t)d(t 2pn) =2p

n=—¥ n
och sedan integrerar leden dver helareellaaxeln, safar man en mycket generell summationsforme!:

|| Qo K
|| QJo'K

n

Eni klassisk mening konvergent seriestermer maste® 0. Termerna i summan i vénster led har alla beloppet 1
saden kan inte vara konvergent.
21
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& 0 o 0

¥

éz x(t) gntdtT=2p - & é% X(Hd(t—2pn) dti= 2p - ; X(2pn) (14)
—¥ Q n ——¥ ﬂ n=—¥

Qo K

n

Anmarkning: Detta samband &r (ett speciellt fall) av den s.k. Poissonska summationsformeln. For att den skall vara gil-
tig i "klassisk” mening méaste funktionen x(t) ha en del " snéllhetsegenskaper” (krav pa konvergens av ytterledens
summor och integral t.ex.). Vi gar dock inte in pa detta narmare hér. Litet slarvigt kan man saga att den i praktiskt
forekommande fall stammer om ytterleden & meningsfullafran "klassisk” synpunkt.

For de fall dafunktionen x & = 0 utanfér intervallet —2p <t < 2p meninom dettaintervall varierar paett
godtyckligt sétt, sa forenklas hogerledet till en endaterm 2p x(0) och man far sambandet:

2P
omc, = o x(t) &Nt dt, sdar a ¢ =2px(0) (15)
_2p n=-¥
Exempel 4.1
i <
Létx(t):retha(t):i(l), ng:Lg: dar 0 <a< 2p. Davet vi enligt ovan att
& b
3 ég X(t) gt di==2p -x(0) = 2p.
n=-¥ 2p (]
Integralen i vansterledet & inte svar att berdkna:
2p a ) .
Q . Q. . gdntl? _dna_eijna _2snna
= nt dt = gnt = - =
Cn 8 X(t) ent dt 819 dt =éomnt ou= gjn H_a in n
-2p —-a
och forn=0:

a
Q
Co= 8 X(t)-1dt= 8 dt =2a.

Noterar man att ¢, = ¢_p, SAkan summan, varsvarde vi vet & 2p, skrivas

n

¥ ¥
A oG=mr2 A =2ar2a 290N _g
n=-¥ n=1 n=1
Man far alltsa sambandet
¥ sn _p—
a = ,forO<a<2p.

n=1

Observerar man att vansterledet, som funktion av a, ar 2p-periodiskt och att det fora= 0 & = 0, A
forstdr man att summan & = den 2p-periodiska fortsattningen av funktionen

i(p—a)/2 omO<a<2p,
y@) = 0, oma=0,
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—DZp\—p P 2(:)\
® ® >
\ a

\o > /2

Ovning:

M
4.9 Plotta(t.ex med hjdlp av MatLab) grafernafér & sm na ,dAM =1, 5 respektive 11.
n=1

4.10 Anvand resultaten fran 6vning 3.9b (sid 18) och exempel 3.6 (sid 17) for att visa att

¥ nsinn+cosn— 1_ 1 ¥ snn-ncosn _p 1
a oh a = - =.
-1 n2 ne1 n3 4 6

n

*4.11 La
¢ |t om|t|<p,
0 =lo, om|t|>p,

Vilken serie och seriesumma ger sambandet (12') med detta x(t)?

4.3 Sampling « multiplikation med pulstag

Inkommande kontinuerligt definierade signaler x(t) kan i allmanhet |nte avlasasvid alatidpunkter. Mer
realistiskt &r att de avlasesvid tidpunktert = nT, n = 0, +1, £2, ...: Man sager da att man &amplar
signalen med sampelavstandet T. Sampelvardenages daavfoljden x[n] X(nT),n=0, £1, 2, .

Anméarkningsvart nog kan motsvarande analytiska procedur koncist uttryckas med hjdp av pulstégs-

¥
funktioner, & d(t—nT). Den samplade signaen svarar ndmligen mot pulstaget:
n=—¥

g X(nT) - d(t—nT) = g X(t) - d(t—nT) = x(t) - g d(t—nT)
n=-¥ n=—¥ n=-¥
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x(nT) - d(t —nT) = x(t) - 3 d(t—nT)
n=-¥ n=-¥

Qo K

Sampling med samplingsavstandet T av en kontinuerlig signal svarar mot att
signalen multipliceras med pulstaget

¥
4 d(t—nT).
n=-¥

Ovningar

4.12 Lax(t) = cost. Skriv upp analytiska uttryck for sampelfunktionerna for sampelavstanden T =
p/2 respektive p. Vilka & foljdernaav sampelvarden i de badafallen?

413 L& xq(t) varasamplingen av signalen x(t) med sampelavstandet T.
¥
a. Berdknalt = § x7(t) dt.

¥
b. Vadbor grénsvardet |lim Ty rimligtvishafor varde? (Ritafigur!)
T® 0+

4.4 Periodisk fortsattning « faltning med pulstég
Det visar sig att ocksa operationen " att bilda den P-periodiska fortsdttningen till en signal” har att

¥
goramed pulstaget & d(t—nP): Lat x(t) varaden P-periodiskafortséttningen av funktionen y(t):3
n=—¥

¥
xf)= a ylt—nP)
n=—¥

3 Sesidan 6 arbetsmaterial 1.
24



y(t + 2P) y(® y(t—2P)
ye+p) y(t=P) y(t=3P)

y(t + 3P)

x(t)

P 2P 3k

-3P -2P -P

¥
NU har man att y(t — nP) = § y)d(t —t —nP) dt , varfor
Y

¥ ¥ ¥
¥
Xt)= & §y(t)d(t ~t —nP)dt = §y(t) & dit —t —nP)dt = §y(t) De(t—t ) dt. (16)
n=—¥ n=—¥
—¥¢ —¥¢ —¥¢

¥
dar Do(t) & pulstéget & d(t —nP)
n=-—¥
Den rékneoperation man gor med funktionernax(t) och De(t) i hogra ledet i (16) & exempel paen sa
kallad faltning (eng. convolution). Allmént definieras faltning y* z mellan tva funktioner y(t) och z(t) av

¥
FAO= § W Ht-t) k. an

&

Faltningen skall ses som ett " raknesitt” mellan funktioner som producerar en ny funktion ur tva giv-
na. Den visar Sig spelaen viktig roll i fourieranaysen.

Sammanfattningsvis:

P-periodisk fortsattning av en signal svarar mot att signalen faltas med pul staget
; d(t—nP) .
n=-¥
Ovning
4.14 Forenkla(sint - rectyp(t)) * ; d(t —2np). (Ritafigur!)

n=—¥

¥
4.15 Bergkanay(3p/4) day(t) = (sint-recy(t)) * & d(t —np). (Ritafigur!)
n=—¥

5. Fourierserier och fourierutveckling

4.1 Syntes- och analysekvationerna
L&t x(t) vara en 1-periodisk funktion. Funktionen xi(t) = x(t) - rect,(t) beskriver da x:s vérden i
fundamentalintervallet —1/2 <t < 1/2 och x(t) & den 1-periodiskafortsdttningen av xy (t).
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X(t) X, ()

-1/2 12
¥
) ¥
d.v.s. Xt)= Q x(t) Dy(t—t ) dt,d&rDi(t) = & d(t —n)
:i n=—¥
¥ ¥
Summationsformeln (12): & ePint = g d(t—n),
n=—¥ n=—¥
gor det majligt att skrivaom uttrycket for x(t):
¥ ..
g v 5y & -9
Xt) = Q &q(t) & epin(t-t)zdt = § Q x(t) epin(t=1) Tdkt.
_2 n=-¥ g n=—-y &9 g

Har & e2pin(t-t) = e2pint . e=2pjnt dar den forsta faktorn tydligen & oberoende av integrations-
varisbelnt, dltsa

, o 0
X = & ég x1(t) e2pint dt T e2pint,
n=—¥ e &
Men x;(t ) = 0 utanfor intervallet —=1/2 £ t < 1/2 och = x(t) inom det intervallet, varfor
¥ 1/2
Q . o] .
8 X1(t) e2pint dt = 8 X(t) e2pint dt,
—¥ -1/2
vilket ger
¥ .
xt)= & a,e?pint
n=-¥
U
Q .
dar ap = 8 X(t) e2pjnt dt . (FS1)
-1/2

Detta & (den komplexa varianten) av Fouriers sats om serieutveckling av periodiska funktioner. For
periodiska funktioner med godtycklig period P finns forstds motsvarande samband:

¥ .
xt) = & apenint/P, (Fourierserieutveckling, FS)
n=—¥
P/2
Q - . . .
dar an = %, 9 X(t) e2pint/P gt . [(4  (Fourierkoefficienter)
—P/2

Den forsta ekvationen kallas syntesekvationen och den andra anal ysekvationen.

4 Sambanden aterfinns i Oppenheim-Willsky pa sid 191, déar T spelar rollen av periodlangd och i Hjalmarssons
kompendium pa sid 31, dar Yi motsvarar g ovan.
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Relationerna a mycket anmérkningsvéarda bland annat eftersom x(t) far ha ett godtyckligt beteende i
intervalet O£ t £ P: Varje generaiserad funktion definierad i intervallet 0 £ t £ P kan enligt (FS)
skrivas som en (oandlig) linj& kombination av de komplexa exponentialfunktionerna

. (e2pjt/ P)—S’ (32pjt/ P)—2, (e2pjt/ P)—l, 1, e2pjt/ P, (eijt/ P)2, (e2pjt/ P)3,
d.v.s. av heltalspotenserna av funktionen e2Pit/ P = cos (2pt/P) + j sin (2pt/P).

Man kan visa att inga andra koefficienter &n fourierkoefficienterna duger i syntesekvationen. Mot varje
generaliserad funktion x(t) i intervallet O£ t £ P svarar altsaen unik en oandlig foljd av (komplexa) tal,
funktionens sa kallade spektrum:

...... agz,ap,aq,ap, ag,ay, ......
som tillsammans innehdller all information om funktionen x(t).

Exempel 5.1:

Funktioneny(t) =1, da0£t<1,=0,o0m1£t<2, har, ddden utvecklasi en 2-periodisk fourierserie
fourierkoefficienterna

1 1
10 . 19 Gepintht _ 1_ePin
== 2pjnt/2 = = jnt = 1 = - = =
an =75 8y(t)e- dt 281 ePInt dt =éomnt ou= WHt 0 20/ N
-1 0 L
= é0bs att ePiN = (=1)", = 1 om njamnt, = —1 om nuddall= 0 om njamnt * 0 och _W\ om n udda.
1
NPT 219 _1
For n=0far manag=> 9 1-0dt =5
0
Funktionen och beloppet av dess fourierkoefficienter
A X(t)
1 1/2
1/p 1/p
l/3pr ( { l/3pr
______ -3 -2 -1 1 2 e 1 N -3 -2 -1 | 1 2
Syntesekvati onen far utseendet

1 1 i 1 ; ; ; 1 i 1 ; 0
= 4 = —7pjt _ = e-bpjt _— = e-3pjt _ ePjt t + = a3pjt = ebpjt =
yit) =5 + % e pJ 5e PJ 3e P e Pt +ep) +3e pjt + 5e Pj +"'f5

Antalet termer i serien & oandligt och likheten &r i forsta hand en likhet i generaliserad mening men
man kan forvanta sig att andliga avsnitt av serien, som

M
1 3 1 epint
Pl =y N

n udda

med 6kande M ger béttre och béttre approximationer till y(t). S & ocksafallet med undantag for t-var-
den néra diskontinuitetspunkter somt = 1.

1
wm® =5 +
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y(t) och dess 2-periodiska fortsdttning, approximationernay, och y, ..

(Snarlikaexempel finnsi Hjalmarsson, sid 33, OW sid 192 —195, se sérskilt exempel 3.5.)

Om x(t) redan & en P-periodisk funktion, sa &r x(t) identisk med den P-periodiska fortséttningen av
funktioneny(t) = x(t), O£ t < P. Syntesekvationen ger darfor att

¥ .
Xt) = & aceZPint/P did—¥ <t<¥.
n=-¥

c+ P

Eftersom integralen X(t) dt & oberoende av ¢ om x(t) & P-periodisk,> sa spelar det ingen roll

O QOO +

vilket intervall av [angd P man integrerar 6ver. OW anvander beteckningen ég for sddana integratio-
ner. Analysekvationen kan da skrivas:

8 X(t) e20int/P dt. (18)

o~

an=

Exempel 5.2: For x(t) = d(t), —1/2 £ t < 1/2 far man fourierkoefficienterna
12

0 .
an= 9 d(t) e2pint dt = 1.
-1/2

¥
Den 1-periodiska fortsattningen av d(t) & pulstdget & d(t—n), varfor syntesekvationen ger
n=—¥

Qo K

¥ .
dt—-n)= & e2pint
¥ n=—¥

n
d.v.s. vi atefar sambandet (12) ovan.

5 Kan visas formellt genom att man deriverar integralen med avseende pa ¢ och utnyttjar att x(c + P) = x(t).
Genomfdr gérna dettal
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Funktionen och dess fourierkoefficienter

[N

—
[N

—

Y

1
-3 -2 -1 !

ERI R ERRRIEEN

5.1a. Bestam fourierkoefficienternatill de 1-periodiska funktionernasin 2pt och cos 2pt.

b. Bestdm fourierkofficienternatill den P-periodiska fortséattningen till Pd(t). Vilken blir syntes-
ekvationen i dettafall?

5.2 K onver gensfr agor

Eftersom likheten i syntesekvationen & en likhet mellan generaliserade funktioner &r det inte gévklart
att likheten géller i klassisk mening, d.v.s. att

M

X® = lim 4 a,e?pint
M®Y¥ n=_m

dér limesbegreppet & som i den "vanliga’ analysen. Detta problem &r inte alldeles enkelt att reda ut,

men tillrackligavillkor finns uppskrivnai kurdlitteraturen: Condition 1 —3i OW. s. 197 — 198 och

Hjamarsson, sid 32. Ett nagot enklare villkor, som néstan alltid &r uppfyllt i alla praktiskt forekomman-

defal gesi foljande sats:®

Om x(t) och X (t) (7 & styckvis kontinuerligaoch har hoger- och vanstergransvarden i alla punkter sa ar

M .
lim 4 a,e?pint =

x(t+) + X(t)
M ® ¥ n=—M 2 .

Konvergens rader darfor i praktiken "alltid”, med undantag for de stéllen dér x(t) & diskontinuerlig.
Dér blir seriesumman i stéllet = vardet mitt i sprangintervallet. | sadana punkter upptrader ocksa en
komplikation som kallas Gibbs fenomen (se Hjalmarsson, sid 32 —och OW sid 198 — 201.)

5.3 Fourierserier pareell form (sammasom Hjamarsson §2.7)
Om x(t) & en P-periodisk reell signal, safdljer efter konjugering® av syntesekvationen

¥ .
Xt = A& a, e2pint /P
n=—¥

¥ . ¥ _
att X =x(t) = & ahe2PiNt/P=@ytnmot—ni= § a*,epint/P
n=-—¥ n=-¥

Eftersom fourierkoefficienterna & unika, sd méste dettainnebéaraatt a,, = a*,. Dettamedfor att om vi
parar ihop den n:te termen i syntesekvationen med den (—n:te (n* 0), sdkan vi skrivaom dem:

an e2pjnt/P 4 a_n e—2pjnt/P = an e2pjnt/P 4 (an eijnt/P)* =2Re(ay e2pjnt/P)
= 2Re(a, (cos (2pnt/P) + ] sin (2pnt/P)) = up cos (2pnt/P) + v, sin (2pnt/P),
dar
uy=2Rea, ochvy,=-21m a,.

6 Seocks&zill-Cullen: sats 11.1, sid 492.

Derivatan i "klassisk” mening —ingen generaliserad funktion — avses hér.

8 Konjugatet till ett komplext tal a+ jb (a och b reella) & som bekant talet a — jb. Konjugatet till z betecknas i
kurdlitteraturen med z*. 29
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Eftersom fourierkoefficienterna kan skrivas

P P P
a = 5 § X(t) e2pint/P gt = L §x(t)cos(2pnt/P) dt —j |13§x(t)sin(2pnt/P) ot |
0 0 0
Hér avlaser man, for redlax(t), ap-koefficienternas real- och imaginardelar, vilket ger
P P
_29 2 Q :
8 X(t) cos (2pnt/P) dt ochv, =5 8 X(t) sin (2pnt/P) dt.
0 0
Kakylen ovan omfattade inte fallet k = O, men for detta n-vérde har man
P
19

ap = §8X(t) dt,

0
som &r ett redllt tal. Sammanfattningsvis kan man alltsd skriva syntesekvationen pa formen

¥
X)=3 + & (uncos(2pntiP)+ vy sin (2pntP)),
—¥

dér (de reella) fourierkoefficienternages av
p

7z

N
O

P
Un=p 9 (t) cos(2pnt/P) dt ,n3 Oochvn=% § X(t) sin (2pnt/P) dt,n3 1.
0

O

o

Anmérkning 2: Detta &r den historiskt sett ursprungliga formulering av Fouriers sats. Zill-Cullen kap
11.2 — 3, arbetar uteslutande med denna. Det som hér betecknats uy, och v, kallasi ZC a, och by.

Vi har satt ug = 2ag barafor att dippa sarbehandlafallet n = 0 i fourierkoefficientformeln.
Exempel 5.3: Den 2-periodiska funktionen y(t) i exempe 5.1 har de komplexa fourierkoefficienterna

a, =0,omnjamnt? Ooch:—dn,omnuddasamtao:%.

Deredllafourierkoefficienterna & darfor

Uy =0,omn?t Oochug=1,

Vp =0, omnjamnt? Ooch—p—n , 0m n udda
och man far den reella syntesekvationen

2 X1 1 . 2a sin3pt . sin5pt. O
Xt =5 +|6 nilﬁ sin(pnt)) = 5 +5gsmpt+ 3 t g5 T.o%
n udda

Anmérkning 3: Observera den inte s §avklara summationsformel som man f&r om man t.ex. sétter t =
1/2i det sistnamnda sambandet. Eftersom x(1/2) = 1 ochsin (2n + 1)p/2 = sin (p/2 +np) = (-1)", sa
\ 1,2% 1.1 1. 06 1,1 1, _p :
ar 1—2+ gi— +5—7+...Bd.v.sl—3+5—7+...—4.
Ovning 5.2: Bestam den komplexa och den reellafourierserien for den 2p-periodiskafunktion som &r

=1iintervalet—p/2 <t <p/2 och=0dap/2 <t < 3p/2.

5.4 Egenskaper
Mellan en periodisk funktion och dess fourierkoefficienter finns manga rétt enkla samband. Nagra
exempd:
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Om den P-periodiska signalernax(t) och y(t) har fourierseriekoefficienterna a, resp. b, n = 0, £1,
+2, ..., sagdler att

funktionen har fourierseriekoefficienterna
AX(t) + By(t), Aoch B konstanta Aa, + Bby
, piolall
X () T a
X”(t) B 4p2 n2
p2
x(M)(t a2pnjd"
® p 5 &
X(t—c) e2pnjc/P . g
¥ 1
& d(t—nP) an=p
n=—¥

Notera att sambanden som ror derivering och translation blir speciellt enkla for 2p-periodiska funk-
tioner.

Y tterligare ndgra egenskaper finns listadei OW sid 206 och i Hjalmarsson sid 34 — 36. Foérutom att de
har stort pricipdllt intresse kan de ofta anvandas for att forenkla réknarbete.

Exempel 5.3:
Problem: Bestam fourierutvecklingen till den 2-periodiska

funktion somi intervallet O£ t £ 1 gesav ht--—m x()
i ht/d, d&0£t£d, -1 —d /\

XO=Iha—t/1-d), dadEte 1 T
och for vilken x(—t) = — x(t). --4 —h

¥ .
Losning: Syntesekvationen har utseendet x(t) = & an ePINt, déar fourierkoefficienterna kan berdknas
n=—¥
direkt ur analysekvationen. Enklare blir det dock om man observerar att X och framfor allt X~ &r
betydligt enklare funktioner an x:

o, dA0E |t[<d,
XO==1_p_d), dad<|t|g1 (Rtagraen)
och X"(t) = gd(] . g(d(t +d)—d(t—d)) :d(lh_d) (d(t + d) —d(t — d)). 1)

¥ .
Deriverar man syntesekvationen 2 ggr f&r man att X '(t) = & (pj n)2a, ePint. Har avldser man att X ":s
n=—¥
fourierkoefficienter (pj n)2a, = —p? n2 a, erhdlsur

: el : 0

19 ., . h Q : Q . -
—p2 n2an :é 8 X7 (t) ePInt dt = 2d(1—d)§8 d(t + d) ePint gt — 8 d(t—d) ehint dtéz
-1 -1 -1 %]

h | - jh .
2d(1-d) (ePind— epind) = d(i—d) sin (pnd), varav férnt 0
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an = sin (pnd),

___jh
p2n2d(1-d)
1

Aterstér att berdknaag som enligt analysekvationen & = % § X(t) dt, d.v.s. funktionens medelvérde

-1
Over en period. Detta medelvarde & i det hér fallet uppenbarligen = 0.
Vi far alltsafourierserien

___jh ¥ sin(pnd) int
O -, 2 e O
nto

Anmérkning: Alternativt kan man fa fram resultatet utgéende frén uttrycket for andraderivatan (1) och
egenskapstabellen ovan: De 2-periodiska fortsdttningarna av respektive funktioner nedan har enligt
tabellen de angivna koefficienterna

dit)« L.n=0 +1,+2, ...,

é '

dt:d)« ePnid.2,n=041£2, ...

. h - iy 1 h .
X7 (1) « d1-d) (ePnid —e+pnld)-§ = d(liid) sinpnd,n=0, +1, +2, ...,
1 hj

Forn?t O:x(t) « an:_pZnZId(lid) sin pnd

For n=0far vi som nyss direkt ur analysekvationen att ag = 0.
Detta ger svaret ovan.

For ytterligare exempel se OW s. 206 — 209.

5.5 Samband mellan fourierserier och minstakvadratapproximation.
(Dettatema finns utforligare behandlat i Hjalmarsson, kap 1, se ocksaZC kap 11.1)

Partialsummor till en funktions fourierserie ger ofta kusligt bra approximationer till funktionen (jmfr
exempel 5.1 ovan). Dettakan i pa sétt och vis forklaras av att fourierutvecklingen i viss mening &r opti-
mad. Informellt kan man forsta hur detta hanger ihop via en geometrisk analogi, som for dvrigt ocksa
ligger till grund for det generella approximationsférfarande som gar under namnet ” minstakvadratme-
toden”.

Antaatt uq, us och v & tre vektorer i rummet sdanaatt u; och u,
spanner upp ett plan V. Om v ligger i detta plan, sa kan v skrivas

/ som en linjar kombination av u; och u,
CZUZ/ y V=_CUq + CU2 (19)
- / Vektorernau, och u, kan ses som en bas for ett koordinatsystem
> cY i planet V och koefficienterna c; och ¢, som koordinaterna for

vektornv i den basen. Dessa & sarskilt |atta att berdkna om vektorernau, och u, & vinkelrata mot
varandra, dvs da den skaldra produkten uy - u, = 0. Man har namligen da att

U1 -V=CpUsp -Ug + Cauy -Up = Cius|?,
varav ¢y = (U - v)/|u1]|2 och pAdsammasitt ¢, = (uy - v)/|us|2 (20)

Omvinteligger i planet V safinnsingen mojlighet att uttryckav med hjép av u; och u, somi (19).
Déaremot finns det i planet V en vektor vp som ligger narmast v, ndmligen den for vilken v — vp ar
vinkelrét mot planet, och alltsd ocksa mot uq och u,. Dettainnebdr att om vg = ciuq + Coup, SAmaste

(V=Vp)- Uk = (V—CiU; —Cou2)- ux =0,k=1, 2.
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Detta ger igen sambanden (7) och man kan sammanfatta:

Den vektor i planet som ligger nérmast v ges av

Vi _ug-v u Uz -V u
07 Jug2 Tt qug2 ?

och "felet” man gor da man approximerar v » Vg gesav |V —\Vg|. Enligt Pythagoras' sats (se fig)
blir detta:

[V—vp|2 = |v|2—|ciu1|2 —|couz|2 = [V]2 = |c1]| 2| ua| 2 — | 2] U 2.
Man ser ocksa att

IVIZE£ |ca|2ua]? + |c2] 2 uzl2. (21)
Om speciellt vligger i planet V, sakommer vp = v och felet vara= 0, d.v.slikhet géller
IVI2=lcul?u|? + |2 2 uzl|? (22)

Forfarandet kan utan vidare generdiserastill vektorer i R™ och till flera "basvektorer” uy an tva och

aventill vektorer i Ch med komplexa koordinater om man definierar skal@rprodukt av tvasadanavekto-
rer med koordinater

X = (X1, X2, . %) ochy = (y1,¥2, ... Yn)

n *
enligt XY= & XYk -

k=1
Normen (Iangden), |x |, av en vektor definieras da av

n
IX|2=x-x = & |%|2
k=1
Anmaérkningsvart nog kan alt detta generaliseras till att handla om funktioner i stéllet for vektorer!
Detta om man definierar " skal arprodukt mellan tva funktioner” x(t) och y(t) som

C
(), y(®) = § x(t) y* () dt, dar b <t < c & ett passande intervall © (23)
b
och i analogi darmed ”normen av x(t)”, ||x(¥)]|, enligt
Cc

X% = (x®), x(©) = § |X(D)]2 dt. (24)

b

Man far en koppling mellan detta och fourierserieutveckling av P-periodiska funktioner om man defi-
nierar skaldrprodukten och norm som i (23) och (24) med ett integrationsintervall av langd P:

(X, y(V) = é’) X(t)y" (t) dt och IIX(t)II2=§D |X(D)]2 dt. (25
Syntesekvationen

¥ .
Xt) = & a,e2pint/P (26)
n=—¥
kan da uppfattas som att " vektorn” x(t) & en linjar kombination av (de oandligt manga) " vektorerna’
Un(t) = e2Pint/P n=0,+1,+2, ...

déaran,, n=0,£1, £2, ..., & motsvarande koefficienter. Syntesekvationen uttrycker att alla funktioner
exakt kan skrivas som en sadan linjar kombination av ”basfunktionerna’ un(t). Eller annorlunda

9 Beteckningen (x(t), y(t)) for skaldrprodukten av tva funktioner &r rétt vedertagen. Observera att beteckningen
X(t)-y(t) inte & lamplig eftersom den ju allmant anvands nar man multiplicerar tva funktioner ”som vanligt”.

33



uttryckt: "Vektorn” x(t) ligger i det “rum” som "vektorerna’ e2Pint/P n=0, +1, +2, ..., spanner
upp.
For dessa basfunktioner galler nu att deras parvisa skaléra produkter & = O:

P P

Q . : Q .. , .
(Um(®), un(t)) = 8 e2pjmt /P . a=2pjnt/P dt = 8 e2pim-n)t/P.dt=éomm?? nll=

0 0

_ Be2pi(m-n)t/PYP  e2pj(m-n) 1
& 2pim-n) H,~ 2pim-n)
Basfunktionerna ar alltsa parvis vinkelrata.
For normernagéller

= 0, eftersom e2Pik = 1 for varje heltal k.

P

7

P
Q .. , Q
lun(®)lI2 = § e2pint/P.e=2pint/P ¢t = 0 dt = P,
0 0
d.v.s. basfunktionernas normer &r alla = /P.
Detta betyder att koefficienternaa,, i syntesekvationen bor kunna beraknas enligt principen (7) ovan
P

0

vilket inte & ndgot annat an just analysekvationen.
Vidare: Partidlsummornatill fourierserien,

M .
dvs. xv ()= & ae2pint/P,
n=M

kan uppfattas som den basta approximation till x(t) som man kan f& genom att linjarkombinera de
2M + 1 funktionernae2Pint/P n=0, + 1, ..., +M, pa samma sitt som v, approximerar v ovan. Felet
vid approximationen méts da med normen

[IX® —xm ()1

Tanker man pax(t) som en signal, sa & normkvadraten ett métt paenergin/period i signalen.10 For sig-
nalen xy kommer alltsa bortfallet, i férhallande till signalen x(t), energiméssigt att vara sa litet som
mojligt. Sambandet (9) ovan (" Pythagoras sats’) kommer i fourierseriesammanhang att fa utseendet

P

0 . .

g Ix®I2dt=[x®lII?= & [anl?lun®lIZ=P & [an|?. (28)
n=—%¥ n=-¥

0

Likheten kallasi dessa sammanhang Parsevals relation. En energimassig tolkning av den &r att:
Energin/period hos en signal = summan av delsvangningarnas energier/period.

Ocksa den matematiska substansen i Parsevals relation & betydande, vilket nagot litet framgér av nasta
exempdl.

Exempel 12:
Enligt exempel 5.1 har vi for den 2-periodiskafunktioneny(t) =1, dA0£t<1,=0,om1£ t<2 at
1 le 1 ; 1 ; 1 : : : 1 o 1 o 0
== += _Z e pjit — = e-5pjt _ = e-3pjt _ it t + = e3pjt = e5pjt hod
y(b) > +pj%"' Z€ pJ 5e PJ 3e P ePIt +epjt + 3e pjt + 5e P) +...!.a

10 Obsatt om x(t) exempelvis &r en elektrisk signal dar x & stromstyrkan, s& kommer x2 att vara proportionell mot
effekten och tidsintegralen mot ndgot med dimension effekt ~ tid, dvs energi.
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Parsevalsrelation ger da att
& : 1 9 1 ¥ 2
IyQl2=255+ & —-i=5+2 & =5,
% 2 n=—¥ |pJn|2: 2 n=1 (pn)2
n udda [7/] n udda
2 1
dar IyOl2 =g Iy()|2dt = 8 d=1,
0 0
1 4 ¥ 1 1 1 1 _p?
vaay 1—§+p*2 niil *Z,dvsl+3—2+5—2+7—2+ ='g
n udda

35



41

4.2

4.3
4.7

411

412

4.13

414

4.15
5.1a

5.1b

5.2.

2210 12 22p1000

a 1—@5 , b 5%1 gg 5
1
3
&, pol pdl_ a0 o6& po B
a%l 100 1005 +...+§[+100%—a%+16§+1005 —1%.
P. (Summan avserleni uppgift 4.5fort=0, d.v.s.summanav 2M + 1 = P st. 1:0r.)
1,1 1 =t _ s (D _p?
1=2%9 16" " p *7d Tp T
¥
a cos (np/2)d(t—np/2) respektive § cos(np)d(t—np) = a ()" d(t—np)
n=—¥ n=—¥ n=—¥
~ 5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6.
Foljdernaav sampelvarden: ... O, 1, O, -1, O, 1, O, -1, O, 1, O, -1, .
respektive ..o -1, 1 -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1,
¥
¥ Q
a. 4 x(nT), b. Q X(t) dt.
n=—¥ 0
_ ¥
sint.
sin(—p/d) =—=
(-p \/—2
For sin 2pt: a3 = 1/(2)), a_1 =-1/(2j), a, = 0 for dvrigan.
For cos2pt: a1 =a_1 = 1/2, a,=0for dvrigan.
¥ ¥y
a, = 1for alak. Syntesekvationen: 8 d(/P—n) = § e2pint/P,
n=—¥ n=—¥
¥ ¥ o
Komplexfourierserie:; + 4 sin(np/2) gnt | red| fourierserie: 1 + a 2sin (np/2) cos nt.
2 7, pn 2 nZq PN
n10



