Arbetsmaterial 4, Signaler & System |, VT04/E.P.

6. Tidskontinuerliga fouriertransfor men

6.1. Heuristiska harledningar av den tidskontinuerliga fouriertransformen

6.1.1 Approximation av " godtycklig” funktion med periodiska funktioner

Fourierseriers summa &r alltid en periodisk funktion, och i stort sett varje periodisk funktion kan
skrivas som (= representeras av) en fourierseriesumma. Det ligger ndra till hands att soka efter liknan-
de representationer for godtyckligaicke-periodiska funktioner genom att uppfatta dem som gransfunk-
tioner for foljder av periodiska funktioner med succesivt vaxande periodlangd. Figurerna nedan illust-
rerar den idén:
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...... —3P/2 —PI2 P

\ X(t) och x5 (t)

—+

—a a |

X0 = Jim %)

Funktionen x(t) & = 0 utanfor intervallet —a <t <a, men for dvrigt godtycklig. For xp(t), den P-perio-
diska fortsattningen av x(t), gdller da att

lim xp(t) = x(t).
P® ¥

Fourierkoefficienternatill fourierserieutvecklingen av xp(t) ges av

P/2 ¥
1 9 2pjkt /P A N 1 Q 2nit k/P
&=p 8 X(t) e2pikt dt:eOmP>2au:|58x(t)e-th dt
—P/2 ¥
och enligt syntesekvationen har man att
xe ¥ o)
¥ 19 . Y
xp(t)— a xp@ X(t) e20it P gt . e2pitk/P,
—_y N p
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¥
Q : . 5
Men uttrycket g X(t) e2pit K/P gt . e2jtk/P & av formen G g% dér
v

¥
G(f) = §X(t)e-2pjtfdt . e2pjtf
¥
varfor xe(t) = g ;Gako
k=—¥ gﬂ

Den summasom vi har har ar ndra dakt med Riemannsummorna som anvands vid definitionen av en-
kelintegral:

G(f) A

G}k/P)
N
Y
L~ 1 \
i N f
v} | wP p| v | 1P P upm_'_
=

)

K/P
En heuristisk tolkning av gréansdvergangenP ® ¥ & att varje term i summan svarar mot "arean” av

en "rektangel” med " sidorna” I% och G g%. Den rektangel arean approximerar arean av motsvarande

omréde mellan G:s graf och f-axeln. Med ckande P blir rektanglarna smalare och smalare och

¥
approximationerna successivt battreoch daP ® ¥ kommer summan att ® 8 G(f) df.
¥
¥
Siter man X(f)= § x(t) et dt, (24)
¥
sdar G(f) = X(f) - e2pitf och man fér
¥
X(t) = § X(f) eitf df. (25)
YA

Detta par av samband &r analys- respektive syntesekvationerna for den tidskontinuerliga fouriertrans-
formen (FT). Funktionen X( f) kallas ocksa fouriertransformen av funktionen x(t) eller spektrumet av
signalen x(t). | motsats till periodiska signaler som har ett diskret spektrum (en fourierkoefficient a,
for varje heltal n), sd har icke-periodiska signaler ett kontinuerligt spektrum (ett varde pa X(f) for varje
redlttal f).

Man kan visa att sambanden (24) och (25) géller allmént for de generaliserade funktioner som motsva-
rar signaler definierade pa helatidsaxeln.!
Syntesekvationen (25) kan sagas uttrycka en "godtycklig” funktion som en linjar kombination (&t

varaen oandlig s&dan) av harmoniska svangningar e2Pitf | Sett p& det séttet anger analysekvationen
(24) den "vikt”, X(f), som frekvensen f har i denna linjara kombination.

1 Resonemanget ovan motsvarasi OW av § 4.1.1.
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Man kan resonerasig fram till formel paret (24) och (25) pa mangahanda vis. Ett mera direkt forfarande
som inte gar omvagen Over fourierserierna skissasi nasta avsnitt. Den innehaller ocksa en omskrivning
av d-funktionen som &r intessant i Sig.

6.1.2 Héarledning med hjalp av d-funktionen

d-funktionen som summa av harmoniska vagor (Hj §4.2.2)

M .
En kontinuerlig morsvarighet till summan & e2Pika gesav integralen
k=—M
M

Q ..
dom :8 eZpiat dt,

-M
dar man s att siga summerar harmoniska svangningar for alla frekvenser i ett visst intervall.

M .
For summan & e2Pika harleddesi arbetsmateria 3 att man efter gransivergdng M ® ¥ fér likheten:
k=-M
¥ .
4 e2pina = 3 d(a —n), (12)

n=—¥% n

w«

(som &r en likhet mellan generaliserade funktioner).

Vi skall seatt man har en motsvarande relation for integralfallet.
¥

§ e2niat dt = d(a). (26)

—¥

Integralen day kan beréknas med standardmetoder:

Fora?! Oar
q :éeZDJ'_taHM _ epiMa _eg-2pjMa :géb—_e-ibzsnbgzsin 2pMa
M~ 82l _ |, 2pja & 2 i pa

och for a = 0 far man den konstantaintegranden 1, varfor vérdet blir integrationsintervallets langd 2M.

Sétter vi dennatill P2 safér vi
sin Ppa
pa

Man kan favisst grepp om hur denna funktion beror av sinatvavariabler P och a genom att gora fol-
jande observationer:

dp (@) = ,dda ! Ooch=P,daa =0.

. For P=1fa vi funktionen gapa (d3a* 0)och 1 (d&a = 0). Den har sina nollstéllen i

heltalspunkterna® 0 och véxlar teckeni alladessaoch ® 0 daa ® ¥ . Funktionen har fatt ett
sarskilt namn — sinus cardinalis, forkortat sinc:

2 Observeraanalogin med summafallet, dar P betecknade antalet termer i summan.
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sinca

i P i P H o o o P
Eftersom smpapa = sgp;)a = P sinc Pa, safar man att dess graf erhalls ur grafen for

sinc a genom en " areabevarande” deformation av den typ som beskrevs i avsnitt 1.8 — en hop-
tryckning i skalan P i horisontell led och en téjning i skalan P i vertikal led:

P sinc Pa

nz\h.'"'l.llnll ﬁﬁﬁn &
TR R RS A TYY UVlUWzW‘é“”u 56 a

Grafen har for storaP en markant topp i origo och svanger med dampning. Dess nollstéllen lig-
ger i punkternaa = +£1/P, +2/P, £3/P, ... , d.v.s. dlt tétare med vaxande P.

Den " areabevarande’ skalningen innebéar att

QOO «

sinca da.

QOO «

de(a) da =
—¥ —¥

Vérdet av dessaintegraler &r altsa oberoende av P, d.v.s. en konstant.
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Med metoder som gar en bra bit utéver de integrationsforfaranden som beskrivsi grundkurserna kan
b

. . Q o .. .
man visaatt den konstanten & = 1. G Vidare gdller att 8 de(a)da ® 0,daP ® ¥ foralaintervall

a

af a £ bsominteinnehdller talet O.

Litet darvigt men tréffande kan man déarfor séga att dp(a) for stora P tycks approximerad-pulsen d(a).
Man kan strikt visa att det faktiskt & sd. Man har det exakta sambandet:

) piat g = d@@) (26)

QOO «

Harledning av fouriertransformen

Byter man i (26) beteckningar: t motfocha mott—t (tvariabd, t konstant), sa f&r man relationen

e2pJ(t—t)f df = d(t—t)

QOO K

—¥

Mulitpliceras detta med den " godtyckliga’ funktionen x(t) far man

x(t)e2pJ(t—t)f df = x(t)d(t —t) = x(t)d(t —t).

QOO «

—¥

Efter integration med avseende pat, ¥ <t <¥, blir detta

¥ &t o ¥
§ Eé’ X(t)-€2Pit - O df Zdt = § xt)d(t—t).ct
¥ &y 5 ¥

¥
o : . : Q .
Kastar man i vanster led om integrationsordningent och konstaterar att 8 x()d(t—t) dt = x(t), far

—¥
man

x¥

Eo X(t)€20i( — Of ct Zdff = x(1).

OOOK
&l I -0

—¥

3 De primitiva funktionernatill sinc-funktionen kan tyvarr inte uttryckas med hjép av de elementéra funktionerna, s&
t

Q
integrationssambandet 8 X'(t) d =x(t) —x(a) & dessvarre intetill nagon nytta hér!
a
4 Det & inte s vklart att denna omkastning bevarar integralens véarde — generellt spelar det roll i vilken ordning tva p&

varandra foljande gransprocesser (som t.ex. integrationer) utfors, men man kan visa att omskrivningen i det hér fallet
ar tilldten for alla”rimliga’ funktioner x(t).
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| den inre integralen kan exponentialfunktionen skrivas e2Pi(t—t)f = e2pjt .e=2pjtf dar den forsta
faktorn tydligen & oberoende av t, varfor

¥ ¥ o)
§ e2pitf§§ X(t) €29t dt dff = x().
N M o
Detta kan skrivas
¥
X(t) = § X(f)-€2itf o, dir
—¥
¥
X(f) = § x(t)-e-20itf it |
¥

vilket & just syntes- och analysekvationerna (24) och (25) ovan.

6.1.3 Faltning och fouriertransform

Réakneoperationernai den senare hérledningen kan uttryckas koncisare med hjalp av faltningsoperatio-
nen som namndesi arbetsmaterial 3 (sid 25): Med faltningen, x+ y, av tva funktioner y(t) och z(t) menas
funktionen

¥
ey = § x(t)y(t—t) .

k

Vi observerar forst nagra viktiga allménna egenskaper hos faltningen:

. Faltning ar ett kommutativt réknesatt.
Genom att i integralen substituerat —t = s (genomfor detta) och sedan byta plats pafaktorernai

integranden far man
@

Man betraktar garnafaltning som ett slags multiplikationsliknande raknesétt. Direkt ur definitionen far
man f6ljande egenskap som man kénner igen fran den " vanliga’ multiplikationen,
. Faltning &r linjér i varje” faktor” .

For godtyckligax(t), ya1(t) och y»(t) samt konstanter a; och a, géler

X< (ag-yr + axyo) = ag-(xxyp) + ag-(xxyo). (28)
Bada leden kan namligen skrivas
¥
9
9 X(t) (A ya(t—t) + apyp(t—1t))dt.
Y

Detta kan utan vidare utstréckas till summor med ett godtyckligt &ndligt antal termer:
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N N
X* & @Yo = & an(X*Yn).
n=0 n=0

och, bortsett frén |&mpliga krav p& konvergensforloppet®, sd géller motsvarande ocksé fér oandli-
gaserier

¥ ¥
X* & aYn = & an(Xyn). (28")
n=-—¥ n=—¥

Om funktioneny forutom av t beror av en ytterligare parameter, nedan kallad f, sd galler i samma
anda att

s

¥
x®) * Q y(t,f df= § (0% y(t,f) df . (287)

k ocoo k
k

Bada leden kan namligen skrivas som dubbelintegralen
QQ
88 X(t) y(t—t ,f) dt df.
R2

Faltning &r ett associativt raknesatt
For godtyckliga x(t), y(t) och z(t) géller

(ey)rz=xx(y< 2). | (29)

Bada leden kan namligen efter variabel substitution skrivas som dubbelintegralen
§§ X(t) y(s ) Z(t—t —s)dt ds.
R2
d-funktionen spelar rollen av en enhet — om man "multiplicerar”, d.v.s faltar, med den sa
"hander” ingenting:
¥
(xxd)(t) = § X(t)-dt—t) dt =x(t), eler

—¥

&

For exponentialfunktionernay(t) = e2ritt galler
¥ ¥ ¥

(WO = § X(t)-e2Pit-0)f dt = § x(t)-ePite2pitf gt = § X(t)-e2pite-2pitt dt =

¥ —¥ —¥
aeg 0
\_¥ o

&)1

Preciserasinte har. For alla signalteoretiskt "rimliga’ situationer & sdana krav uppfyllda.
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dar X)) = Q x(t)e2pitf dt

(ol o ™

—¥
tydligen & det som vi ovan kallat fouriertransformen av x(t), d.v.s analysekvationen (25).

Alltsx X(t) * e2pitf = X(f) - e2pitf, (31)

Om en exponentialfunktion faltas med en godtycklig funktion s& far man tillbaka samma expo-
nential funktion multiplicerad med en frekvensberoende faktor och den faktorn &r just fourier-
transformen till den funktion man faltat exponential ekvationen med.

Anmarkning: For linjaraavbildningar i RM och deras matrisrepresentanter talar man som bekant
om egenvektorer och egenvarden: Vektorn vt 0 & egenvektor och | & egenvardettill den linjara
avbildningen (eller matrisen) A om

Av=1|v.

For fixerat (men godtyckligt) x(t) si ordnar rakneoperationen xxy en ny funktion till varje
funktiony. Dentillordningen, som vi har sett & linjar, kan ségas vara analog med deovannamnda
linjéraavbildningarna—den linjaraavbildningen A svarar da emot funktionen x och den variabla
vektorn v mot funktionen y. Overtar man terminologin fran den linjéara algebran, s kan man saga:

Exponentialfunktionerna e2Pitf &r egenfunktioner till operationen "falta med x’
och motsvarande egenvérde ges av fouriertransformen X(f).

Syntesekvationen (24) erhdller man nu genom att integrera sambandet (31) med avseende pa frekvens:
variabe f: Man far namligen

¥ ¥
§ X(t) * e2pitf dff = § X(f) - e20itf f,
¥ ¥
dér vénsterledet enligt (28”), (26) och (30) & identiskt med
¥
X(t) * § &20itf g = x(t) * d(t) = x(t).
B,

6.2 Olika beteckningar

| litteraturen anvands olika skalningar av variabeln pé transformsidan. Varlabel nf, som anvandsi Hj: s
kompendium och ovan, & den sd kallade frekvensen. Den méts i Hz =[1/d],’ perloder per sekund”.
OW anvandsistéllet vinkelfrekvensen w = 2pf, "radianer per sekund”. Sambandet (24) blir da

¥
X(Wi(2p)) = § X(t) et dt (280w
Y

Funktionen i vanster led betecknar OW med X(jw). Obs alltsa att X inte betyder samma sak i de bada
falen!

Sambandet (25) 6vergar efter substitutionen f = w/(2p) i integralen och med OW:sXtill
¥
X(t) = 0 X(jw) eWt dw. (250w)

_¥
Vi hdller oss hér till Hj: s beteckningar. Se ocksa Hj 84.7.



Ibland skrivs fouriertransformen av x som F(X). Y tterligare en beteckning som forekommer i litteratu-
ren &r x.6

L ampliga exempel att titta pa: OW Ex 4.1 5, sid 290ff.

Ovningar:
6.1 Berdkna
a eltlx 1, b. ex u(t), c. el u(-), d. eltlxt,
e rect(t)* 1, f.  recty(t) * t, g. recty(t) * t2,
h. recty(t) * u(t), (ritafigur!), I recty(t) * recty(t), (ritafigur!)
i.u(®) * u(t), (ritafigur!), k. et rect(t), | {e-u(t)} ~ e,
m. eltl« dt n. eltl« cost, o. eltlx sint, p. dt—1)* d(t-1).

6.2 Veifierafdljande dlméannareationer (a och b & en godtyckliga reella konstanter):
a d(t—a)x y(t) = y(t-a),
och omx(t) * y(t) = z(t)
b, x(t—a) * y(t) = x(t) » y(t—a) = z((t—a),
c. X(t—a)* y(t—b)=2z(t—a-Dh),
d. x(=t) * y(-t) = z(—).

¥
. . o ) o i} .
6.3 Funktionenx(t) & sadan att 8 x(t)dt & konvergent. Verifierafdljande alméannarelationer.
¥

¥
Q
a xtx1=9

x(t) dt, b. x(t) * u(t) =9 x(t)dt, (u="the unit step function”)

k o
k coo.~

och for defall da x(t) dessutom & en jamn reellvéard funktion:

c. X(t) * cos (2pft) = X(f) - cos (2pft), d. x(t) * sin (2pft) = X(f) - sin (2pft),
(Ledning: Obs att x(t) & jamn och reellvard (om och) endast om X(f) ocksa & (jamn och) regllvard.)

6.4 Vilkaér relationerna motsvarande demi 6.3c och d om x(t) istéllet & en udda, reellvard funktion?

6.3 Egenskaper hostransformen (Se ocksatabell i OW sid 328-9 och Josefssons samling)

De almanna egenskaperna hos den tidskontinuerliga transformen & av samma slag som for fourierse-
rierna (FS). De viktigaste finns listade i OW §4.6, Table 4.1. Se ocksa Hjalmarsson 84.4. Harledning-
arna ér i deflestafal réattframma(se OW 84.3 och Hj 84.4). Exempelvisinses att

omx(t) & en} ¥ funktion, <4 & ocksa X() en ! oY funktion
tuddab ! tuddab !

genom att enligt (24)

6 | Hj brukar dock X st& fér ndgon approximation till funktionen x.
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¥ ¥
o] . i Q . )
X(f) = g X(t) e2pit (=f) dt = éBytt mot-tu= 9 X(—t) e2Pit f dt = éom x jamni=
¥ Y
¥
Q ; -
=8 X(t) e2pitf dt = X(f), dvs X & jamn.
¥
(a) Dualitet

Sambanden (24) och (25) ar anmarkningsvart symmetriskatill sin konstruktion, man sager att de ar
duala: Analyssambandet (25) tillampat pa funktionen X(t) ger att dess fouriertransform ges av

¥ ¥
[FOO(H) = X (1) = § X(t) e20it tet = § X(f) e20if(0) df = X(—1),
¥ ¥

ett samband som ocksa kan skrivas §<(t) = X(-t). Obs speciellt att om x (eller X) & en jamn funktion s
ar X=xochk=x

Det & naturligt att upprétta tabeller dver funktioner och deras transformer. Table 4.2 OW & en sadan.
Dualitetsegenskapen ovan kan i en sadan tabell skrivas:

Funktion Transform
Om y(t) Z(f)
sagdler Z(t) y(—f)

(b) d-funktionen « Konstanten 1

¥
o

Om x(t) = d(t) sd & X(f) = Q d(t) e2ritf dt = €0 = 1. Dualiteten (obs d & en jamn funktion) ger

o

v
omedelbart att om x(t) = 1 sd & X(f) = d(t). | tabellform:

Funktion Transform
d(t) 1
1 d(f)

(c) Forskjutning « Multiplikation med harmonisk svangning

Ett par duala allmanna egenskaper &

K ombineras detta med resultatet i (b) far man

Funktion Transform
e2pjat x(t) X(f-a)

X(t—a) e-2pjaf X (f)

Funktion Transform
dit—a) e—2pjaf
eZpjat d(f —a)
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Specidllt sdgaller for de trigonometriska funktionerna

Funktion Transform
dit—a) + d(t + a) e2pjaf + e2pjaf = 2 cog(2p af )
cos (2pat) (d(f —a) + d(f + a))/2
och
Funktion | Transform
dit+ a)—d(t—a) e2piaf _ e2pjaf = 2j sin(2paf)
sin (2pat) (d(f —a)—d(f + a)/(2)

(d) Skalning med faktor a« Skalning med faktor 1/a

En annan gélvdua egenskap handlar om vad som sker med skalning av variablerna: Omtidsvariabelnt
skalasom till at (a > 0), sa skaas bade transformvérde och frekvensvariabel om med faktorn 1/a:

Funktion Transform
1, a80
x(at),a>0 aX &5
1 a0
a X gla a>0 X(af)

(e) Pulstdg « Pulstag
Funktionernad(t — n) har enligt ovan transformerna e2Pinf, Summerar man dessa, s f& man att

y
& d(t—n) har transformen

n=—¥
. _ ¥
4 e2pinf = 3 e2pPinf = éenligt sambandet (12) sid 211 Arb.matr 3U= & d(f—n)
n=—¥ n=—¥ n=—¥
. ¥ o . .
Funktionen & d(t—n) & altsasin egen fouriertransform!
n=—¥
Funktion Transform
¥ ¥
4 d(t—n) 4 d(f—n)
n=—¥ n=—¥

Sampling vid tidpunkternat = nT svarar mot multiplikation med den generaliserade funktionen

¥ ¥ ¥
8 dt—nT)= & d(T(UT=n)) = &d(a)) = d(t)/al= % 8 d(UT —n).
n=-=¥ n=-=¥ n=—¥

Transformen for denna funktion &ar enligt skalningsegenskapen (a = 1/T):
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Funktion Transform
¥ :
Eftersom & dt/T—n) T & d(Tf—n)
—_y n=—¥
o .. ¥ 1 ¥ ¥ 1 ¥
saar éd(t—nT)=T a dit'T—n) é’ld(Tf—n)=T a d(f—n/m
n=-—¥ n=—¥ n=—¥ n=—¥

(f) rect « sinc
P2

Integralen dp(f) = § e2Pift dt som beraknades pa sidan 38 &r ocksa en fouriertransform, namligen

—PI2
den av en funktion som & = 1i intervallet —-P/2 <t <P/2 och = 01.6., d.v.s. av funktionen recty(t). Vi

har alts&:

Funktion Transform
rectp(t) P sinc( Pf)
speciellt recty (t) sinc(f)
dualt sinc( Pt) % rectp(f)
och sinc(t) recty(f)

(9) Steg- och signumfunktionerna

Ett intrikatare problem &r att ber&kna transformerna for stegfunktionen:

ut)=1,omt>0samt=0,omt<0

och den bedl&ktade signumfunktionen:

sign(t) ={1,omt>0samt=1omt< 0} =2u(t) — 1.

For kdnnedom meddel as att man kan visa att

Funktion Transform
1 1
t - 4=
u(t) ki +5d(f)
sign(t) 1
pi f

(h) Multiplikation « Faltning(Se ocksa OW 8§4.4-5)
For produkten av tva funktioner x(t) och y(t) har man

¥ ¥y
X(Y) =8 X(j )it dj g
¥ ¥

RZ
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Q0 . L . A if=j+f.0 oD
= pjt(j +f) = i v = =
90 X(j Y(f) & dj df = Esubstituera oo pddr=d ar
R2
¥ o 0 ¥
Q.. . e Q ~0Q _ . . = o o] .
= Q3 X(j )Y(f~j)eitl dj df =0 éﬁ X(j )Y(f=i) dj ZTeiti df = g Z(f) e0itf df,
R2 ¥ 2 ¥
¥
dar Z(f):§ X(j)Y(f=j)dj =(X* Y)(f) tydligen & transformen av x(t)-y(t).
¥
Man har altsa
Funktion Transform
X(1)y(t) (X=* Y)(f)
dualt (x* y)(t) X(f)-Y()

Anmarkning: Att faltning efter fouriertransformation svarar mot multiplikation féljer ocksa ganska di-
rekt av exponantialfunktionens roll som egenfunktion (se avsnitt 6.1.3). Vi har:

X(t) * e2pitf = X(f) e2pitf |
y(t) » e2Pitf = Y(f) e2pitf |
Léter vi Z(f) stafor transformen av x(t) * y(t) sdhar vi
Z(f) - e2Pith = (x(t) = y(t)) = PRI =x(t) = (y(t) * e2PIth) = x() * Y(f) - ePitf
= Y(f) - (x(O) * €2Pitf) = Y(f) - X(f) . it
Division med faktorn e2Pitf ger resultatet
Z(f) = Y(f) - X(f) (= X(®) - Y(©).

(i) Derivering « Multiplikation med variabel

Deriverar man analysekvationen far man

¥
X (t) = § 2pj T X(f) e2pitf df
dér man avlaser att derivatansfouriertransfor_rﬁ =2pj f X(f):
Funktion Transform
ex) 2pi  X()
dualt 2pj t (1) _gf X(f)

FoOr hogre derivator far man motsvarande:
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Funktion Transform

=9, ) (20 £)7X()
dualt @i | 24

Exempel pa berakningar av fouriertransformer: | OW ex 4.11 — 13, 4.20 — 23. Titta ocksa
sarskilt paex 4.6i H;j.

Ovningar: Sekap 5i exempe samlingen. Har kommer ett par till:

6.5 Fouriertransformerasinc(t) genom att anvanda tabellen vid (f) ovan och produkt-faltnings-sam-
bandet j. (Se ocksa 6vning 6.1i ovan.)

6.6 | ett tabelverk hittar man att funktionen
ealt] (Rea> 0) har fouriertransformen i,
a2 + w2
dar w = 2pf. Verifiera, t.ex. med hjdlp av sambandeni. ovan, att

2wj
a2 + w2

&r fouriertransformen av (—sign t) - e@ltl

6.7 Anvand tekniken med uppdelning i partialbrék beskriven i Hj:s exempel 4.6 for att bestdmma
funktionerna x(t) som har foljande fouriertransformer:

1 bW
avv4+5w2+4’ TowA+ 5w+ 4
jw d j
S wA+ w2 + 4 owd+ow
W2
& 2+9

(1) Transform av primitiv funktion
t

On K

t
Den primitiva funktionen y(t) = 8x(t)dt kan ses som en faltning: 8x(t)d =o Xt)ut—t)dt =
¥

av; _¥
el 0_ X(f X(0 . en
(< W)Y, Desstranstorm ar altsa X(1): &5 +3 d(f) Zé“)c + X0 g(1). (@amfor ow $43.4, se

aven Hj sid 32, dér ett tryckfel insmugit sig vid dennaformel )

(k) Sampling med sampelavstand T « (1/T)-periodisk fortsattning
Om en signal x(t) samplasvid tidpunkternat = nT,n = 0, +1, +2, ..., sa ges (se 8§4.3, sid 23) motsva-
rande sampelfunktion av

Xsampel (t) = X(t) - g d(t—nT).
n=-¥
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¥ ¥
Eftersom fouriertransformen for § d(t—nT) ar % & d(f —n/T), A& sampelsignaens transform:
n=—¥ =—¥
1 ¥ 1 ¥ 1 ¥
Xsampel(f) = X(f) * 3 & d(f-nT)= 3 & X(f)* d(f-nT)=3 & X({Ff-n/T).
n=—¥ n=—¥ n=-—

Man ser hér att

Sampling av x(t) med sampelavstand T svarar mot.%. -periodisk fortséttning av L X(f).

Transformens varde for en frekvensf & proportionell mot summan av vérdenaav X i de ¥ manga
frekvenserna pa avstandet n/T fran f. Dessa olika X-varden kan alltsa inte sérskiljas om man bara kan-
ner till Xsampel (f). (Jamfor diskussionerna om aiaseffekten Hj 83, 6.3, 8, OW §7.3))

() Fourierserie som specialfall av fouriertransform (OW 8§4.2)
Om x(t) & den P-periodiska fortséttningen av funktionen:
, x(t) om |t|<P/2,

%) = 0, om|t|>P/2
¥ ¥
sahar man (se 84.4, sid 24): x(t) = & Xo(t—kP) =xo(t) * & d(t—kP).
k=—¥ k=—¥

Eftersom faltning svarar mot multiplikation patransformsidan (se (h)) och pulstdg mot pulstag (se (€))
sager detta

¥
X()=%(f) 5 &df-KP)= & L X(KP)df-KP) = & adf-kP)
k =—¥ k=-¥ k=—¥
P12
3 ako_1 Q
dér =5 XO@O g x(t) e2PIkP o
—P/2

tydligen & den k:te fourierkoefficienten for x(t). Syntesekvationen (25) for fouriertransformen ger
sedan

29 0

a d(f —k/P) epitf df = § @y o d(f — k/P) e2pitf df = a a e2nitk/P
k=—¥ g k=¥

L'

X(t) =

k ocoo. x
Ill Qo K

k
vilket & fourierserieutvecklingen av x(t).

Exempel att titta pa: OW 4.6 —8.

6.4 Parsevalsrelation. Informellt om utvecklingi ortogonalbaser, signaler med andlig

ener gi och minstakvadratanpassning

Anays- och syntesekvationerna for fourierserierna kunde ges en "geometrisk” tolkning (85.5 Sam-
band mellan fourierserier och minstakvadratapproximation, sid 32 -):

Syntesekvationen

¥ .
xt)= & a,e2nint
n=—¥
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kunde ses som en koordinatframstélIning av " vektorn” x(t) i en”bas’ un(t) = e2Pint n =0, +1, +2,
+3,..., av parvis "vinkelrata vektorer”. "Vinkelrathet” mellan tva” vektorer” x(t) och y(t) betyder har
att ” skalarprodukten”

(x(®), ¥(1)) = (8)3 X®) Y () dt =0. (M)

Fourierkoefficienterna a, kan da ses som ”vektorn” x(t):s koordinater med avseende pa basen i fraga.

Eftersom basvektorerna &r vinkelréta mot varandra och alla har ”1angden” \/P, s erh8ller man koordi-
naterna ur sambandet

:W = l% § X(t)- e=2pint/P i, ()
P

som & just analysekvationen for fourierserier.

| analogi med hur 1&ngden av en vektor beréknas ur dess koordinater i ett system med vinkelréta bas-
vektorer

V= & anuy P IV[I2= & [an]2 - lunll?, ("Pythagoras' sats”)
n n
sa har man ocksa for fourierserierna ett sddant samband
IX®]2= & |an|2-P, (" Parsevals relation”)
n

| signalteorin kan detta tolkas som en energirelation:
Signalens energi/period = Summan av del svangningarnas energier/period.

En del av sambanden mellan en funktion x(t) och dess fouriertransform X(f) kan uttydas pa ett liknande
satt:

Syntes- och analysekvationerna for FT

s

X(f)-e20itt df,

QOO «

Syntesekvationen X(t) =
¥

kan ses som att man skrivit x(t) som en linjar kombination av ” basvektorer” ug(t) = e2Pitf | dér para-
metern f svarar mot nummervariabeln n ovan och X(f) mot respektive koordinat. Definierar man ” ska-

larprodukt” mellan tva” vektorer” somi (1) ovan, fast med integrationen utstrackt 6ver helareellatal-

linjen,
¥
Q *
X(®), ¥() = § x(®y () dt,
—¥
sdkommer basvektorerna vara parvis vinkelrata ocksa héar. Man har namligen:
¥ ¥
(D), Un(D) = § &PItt - e2Pith = @ e2Pit=1) dit = éenii(26)01= d(f—h) = Oom F+ h,
—¥ ¥
"Koordinaterna’ for x(t) i ”u-basen” erhdlls nu enligt analysekvationen enligt
¥
X(f) = § X(t) e-20ift gt |
—¥
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vilket ar just skalarprodukten (x(t), ug(t)).”

Parsevalsrelation for FT
For signaler x(t) dar

7

QOO «

IXOI2=Q [x(t)]?dt

—¥

& konvergent —d.v.s. de som har en (andlig) total energi® —kan man ocksavisaen”Parsevalsk” rela-
tion:

"Vektorns langd” i kvadrat = "Summan” (I&s integralen) av beloppskvadraterna pa ”koordinater-
na’ X(f),
¥ ¥
Q Q
9 IXOI2dt=[IxplI2= g |X(f)|2df (32)
¥ ¥

Exempel

For funktionen x(t) = recty (t) & normkvadraten (totalenergin)
¥ 1/2

0 o]
IX(®)12 = 8IX(t)I2dt: 8 12dt =1,

—¥ -1/2
och vi vet (se 86.3(f)) att X(f) = sinc f. Parsevas relation utsager da att
¥ ¥
q Q sin?pf
1= X0 8 sinc4f df 8 0262 df.

—¥ —¥
Efter litet hyfsning (sétt pf = t) kan detta skrivas:

¥

Q sndt |

8 ? dt = P.

—¥

Minstakvadratapproximation och FT

Liksom for fourierseriernafinns for fouriertransformen en koppling tiliminstakvadratapproximationer.
Vill man approximera signalen x(t) med en "linjé&r kombination” av harmoniska svangningar med
frekvenser f som inte 6verskrider ett visst troskelvarde, |f| £ B (" bandbegransnimg”),

B
%(t) = § a(f) it o,

-B

7 Analogin med formelmaskineriet fér fourierserierna & dock inte alldeles fullstandig har. Skalarprodukten (ug(t), up(t))
= d(f — h) har for f = hinget (rellt) varde. "Normen” |[us(t)|| & fran den synpunkten en meningslshet. Syntesekvatio-
nen X(f) = (x(t), ug(t)) jamfort med relationen (T1) skulle déremot svara mot att ||ug(t)|| = 1.

8  Allafunktionernasom vi betraktar i den matematiska modellen fér signalteorin & inte av det slaget. Exempelvis &
den totala energin hos konstanterna® 0 och hos d-pulserna inte éndlig och inte heller hos periodiska funktioner i
almanhet.
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sa ar a(f) = X(f) det basta valet av "viktsfunktionen” a(f) om man vill att "energiforlusten” |x(t) —

X5(1)||2 skall vara sa liten som mgjligt.
Om néamligen

QOO w

xg(t) = O X(f)-e2pitf df,

-B
sa & "felfunktionen”

Xt —xs(t) = § X(f)-e2pitf df » e2pitf

|| >B
for ala|f| £ B och déarmed ocksavinkelrat mot ala
linjéra kombinationer av dessa. Hit hor funktioner-

naxg och xg och deras differens xg — x,. FOr felet

v

P: Defunktioner som ar linjara kombina-
tioner av 2P med|f|£ B.

(Iés "energifdrlusten”) som man gor med

approximationen x, galler darfor (se figuren —tank pa Pythagoras' sats):
[IX() —%a(D)11% = [1(x(1) —xa(1)) + (xa(t) —Xa(O)]I2 = [IX(t) —xa(D)]|% + [IX8(t) —*a(D)II% =

= [IXONZ = lIxe®)l12 + lIxa(t) -

xa(B)1122 X112 - xe(®)l|%. (33)

Felet & altsaminst = |x(1)||2 — ||xa(t)]|2 och detta uppnd man om och endast om ||xg(t) — X4(t)|| = O,

d.v.s. om och endast om xg(t) = x4(1).

Ovningar : OW 4.10, 4.14, Exsamling 5.21.

6.8 Ettidealt |agpassfilter har den egenskapen att det sldpper igenom en signals alla frekvenser upp
till envissnivaL med oférandrade amplituder, medan de hogre frekvensernainte slapps igenom

als.

a. Om x(t) har fouriertransformen X(f), uttryck med hjalp av rect-funktionen transformen X, (f) for

den filtrerade signalen x (t).

b. Bestam X (f) dax(t) = et u(t). u(t) = "enhetsspranget” (Heavisides funktion).

c. Hur stor andel av signalens energi gar forlorad vid filtreringen? Ge en formel for dettai det all-
mannafallet och tillampa den pa det speciellafallet i b-uppgiften.

d. Verifieraatt den andelen for stora L approximativt & = p21L for falet i b-uppgiften.

e. Vilken & den filtrerarde signalen for signalen i b-uppgiften? Svaret far innehdlaintegraler.
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Svar till 6vningarna:

6.1 a 2 b. €, c. et d. 2t,
1
24 L
e 1 f. g. t+12,
11, omt>1/2,
h. ft+ 12, om|t|£1/2 i.  1—[tlom[t|£ 1 Oannas,
{0, omt<-1/2,
it omt3 0,y
i "dot. 2 _ 12
i I omt<0, }, t-u(t), k. (eY2-el2)et,
[. e, m. &t n. cost, 0. sint,
p. d(t—2).

6.4 X(t) * cos(2pft) =) X(f) - sin (2pft) och x(t) * sin (2pft) = X(f) - cos (2pft).
(Obs att x(t) & udda och reellvard (om och) endast om X(f) & (udda och) imaginér, d.v.s. har realdel = 0.)

6.5. 1—|f|,om|f|£ 1, Oannars.

1L oot 1 .1 ot it & ot _ L o2t @
6.7 a 6e—l I—lze-l ! b. —6e—| |+3e-| ! C. —sgntge-l |—6e-| lB
1 . 1. 3
d. —Esgnt+ﬁ(sgnt)e-3ltl, e. d(t)—ée-3|t|.
6.8 a XL(f):X(f)-lrethL(f).
b. X.(f) :L1+2|Djf'reCt2" ().
0 1X(D|2 df
y respektive 1 — 2 arctan 2pL = 2 arctan -~
c. 1- g espektive 1 —jarctan 2pL. = arctan 5
8|X(f)|20If

—¥
d. Anvand t.ex. MacLaurinutvecklingen: arctans = s + O(s3). Sétt s = Zél_ I denna.
¥ t
. Q . Q .
e x () =x() * {2L sinc(2Lt)} =2L9 etdnc2l(t—t)dt = 2L g e(t -sinc2Lt dt =
0 -¥

t
o] )
= 2Le-t8 d sinc 2Lt dt .

—¥



