Arbetsmaterial 6, Signaler & System |, VT04/E.P.

9. Diskreta fouriertransformen (DFT)

9.1 Periodicitet « pulstag
Av 86.3(i), arb.matr.4, sid 50, framgick foljande fundamentala fakta:

Sats 9.1

X(t) & P-periodisk U X(f) ett pulstdg med pulsavstdnd 1/P
och dualt (86.3(a)),

X(t) ett pulstdg med pulsavsténd T U X(f) & 1/T-periodisk.
Dessutom: Pulstagskoefficienternaerhdlls ur

o] . ,
XK = %’8 X(t) e2Pikt/P dt i forstnamndafallet
P

N =T § X(f) e20iNT dif i det dualafallet.

uT
A xv
| | X(®)
\/m %27;121® I I
=t ‘}r : T
' P ' —l jJPk_ f
A x(
X(t)
t T T Poas, %Ik \/m
—|>| — t f—————t ’T
T ' uT '

Att detta &r riktigt kunde insest.ex. av att

&P %o di-WP) ochdudt dt-rT) %Fd%e epinT

Om namligen x(t) & P-periodisk sa kan funktionen utvecklasi fourierserie:

¥ .
x(t) = & X[K e2pik/P

Kk=—¥
Transformeras likheten Yop Yop
¥
f&r man X(H)= & XK d(f—kP),
k=—¥

vilket & ett pulstdg med pulsavsté’\ndl% .
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Fourierkoefficienterna XK = %g X(t) e2Pikt/P dt,
P

ar tydligen ocksa koefficienterna for pulstaget.

Dualt, om x(t) & ett pulstdg med pulsavstand T, sa &

X(t) = gx[n] d(t—nT).
n=—¥

Transformeras likheten Yop Yop

¥ ) . ¥ .
f& man X(H)= & xn]e2pinT O X(—f)= & xn]e2pinTf |
n=—¥ n=-—¥

vilket & en %—peri odisk fourierserie.

Fourierkoefficienterna,

Q , o) .
x[n] = T X(—f) e2pinTf df = &8yt —f mot flI= T X(f) e2PinTf df,
uT uT
& samtidigt ocksa pulstégets koefficienter.

9.2 Periodiska pulstadg — den diskreta fouriertransformen. (OW §3.6-3.7, Hj §3.3, 4 och 6)
L&t x(t) varabade periodisk (med period P) och ett pulstdg (med pulsavstand T), d.v.s

X(t) = 2 X[K] e2Pikt/P och x(t) = 2 x[n] d(t — nT). (46)

k=—¥ n=—¥

For att dettaskall giihop maste P varaett helt antal pulsavstand T, d.v.s.
P = NT, dar N & ett positivt heltal.
Dettainnebar ocksa att den oandliga foljden av koefficienter xn] maste vara N-periodisk,
X[n—N] = x[n] for alan.
Foljden & darmed kdnd om man kanner N st av dess medlemmar i rad, t.ex
x[n,n=0,1,...,N—-1.

Enligt foregdende avsnitt maste ocksax(t):s fouriertransform X(f) vara ett periodiskt pulstag, men da
med perioden 1/T och pulsavstandet 1/P. Den har formen

X(f) = 3 X[K] d(f — k/P) = 3 x[n] e—2pinTf (47)
k=—¥ n=—¥

Antalet pulser/period & (1/T)/(1/P) =P/T, d.v.slikaledes N, varfor foljden X[K] ocksa & N-periodisk
X[k—N] = X[K] for dlak.

AXO A X
A

R ITERI f{f e %(r N
v v v v ot

) T t v v

62



De andligatdféljdernax{n],n=0, 1, ..., N=1é€ler X[K],k=0,1, ..., N—1 tillsammans med parame-
tern T (eller aternativt P) innehdller tydI |gen all information om funktionen X(t) och dess fouriertrans-
form X(f). Det & darfor intressant att reda ut vilket explicit samband man har dem emellan:

Enligt sats 9.1 ovan har vi att foljden X[K] & x(t):s fourierseriekoefficienter

XK =5 0 x(t) e2Pikt/P df,
P
s . . . . 1 1
AXO ot Védljer vi somintegrationsintervall — T <t< (N _E)T (obs att

- ! detta har langden P — se figuren har bredvid) sd kommer endast
'T’Z\JI LTLL_,_L%; pulsernai O, T, 2T, ... , (N — )T att liggai intervalets inre.
e Dettainnebar att

n NT-TR2 .
s | .
XK =18 © xnldt—nT)e2ikPd =15
Pn:o T "n=0

déar exponenten i hdgraledet har férenklats genom att T/P = 1/N.

Dualt far man pa samma sétt for den 1/T-periodiska funktionen X(f) att

N-1 ) p N-1 .

x(n] =T & X[K e2pikn/N == 3 X[K] e2pikn/N, (49
k=0 N Zo

Paret av transformer (48) och (49) kallas den diskreta fouriertransformen (DFT). Relationen

(48) tranformerar det andligafoljdenav td x(n],n=0, 1, 2, ...,N—1,till talféljden X[K], k = 0, 1,
2, ..., N -1 med likamanga element och (49) ger den omvanda transformationen.

x[n] e2pikn/N, (48)

Resonemanget ovan har (for givet N) en frihetsgrad — parametern P. | litteraturen forekommer tyvérr
olika definitioner av dennatransform i och med att man inte har enats om hur parametern skall véljas. |
Hj sétts P = 1 (d.v.s perioden pa x-sidan tas till 1) medan OW véjer P = N (d.v.s pulsavstandet pa x-
sidan sittstill 1). Aven valet P = /N = 1/T forekommer i annan litteratur.

Alltsi
Definition av DFT (i Hj)
X[k = & x[n] e2pikN, (Analysskvi) (50)
n=0
N 1 .
X =y kélox[k] e2pikn/N, (Syntesekvyy;) (51)

och enligt OW, som dessutom anvander skrivséttet ay | stéllet for X[K]:
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Definition av DFT (i OW)
1 N-1 .
a=p & Xn] ek, (Andlysskvow) (52)
n=0
N-1 _
X[n] = & ay ePikn/N, (Syntesekvow) (53)
k=0

DFTransformens stora betydelse ligger i, att den kan beréknas med ett andligt antal rékneoperationer.

De andratre fouriertransformerna (FT, FSoch T

DFT) kréver alaatt man berdkningar odndliga serier

eller integraler, nagot som i praktiken ofta bara kan goras approximativt. Dessutom har man for inte sa
lange sedan (Cooley och Tukey, 1965) konstruerat en berédkningsalgoritm — Fast-Fourier-Transform —
for DFT:n som gor det mgjligt att nedbringa antalet nddvandiga rékneoperationer avsevart.1

Se OW, sid 214 — 221 for berékningsexempel

Eftersom DFT kan ses som ett specialfall av de andratre transformerna? sa ”arver” ocksd DFT:n de
generella egenskaperna fran dessa. Se OW 8§3.7, tabellen sid 221, och Hjamarsson §3.4 dar dessa

listas.

Anmarkning: DFT-transformen kan ocksa ses som en avhildning fran vektorer

X =(X0],x1], ..., x]N—1])

i rummet CN till vektorer

X = (X[0], X[1], ..., XIN = 1]),

likaledesi CN. Eftersom transformationen &r linjar s beskriver analys- och syntesekvationerna
var sinlinjaraavbildning CN ® CN och som sdana motsvaras de av varsin matris. Noterar man
att alakoefficienternai transformationssambanden &r heltal spotenser av den N:te enhetsroten w
= e2PJ/N, 53 kan analysekvationen (50) skrivas:

X =Fx,
a8 1 1 1
T W W oweN-D) =
dar il OB whka L wkN-D) T
1w N-D) W N-Dn w12

Anvander man transformationssambanden rétt upp och ner, si behover man gora N st multiplikationer for varje

koefficient, d.v.s. sammantaget N2 multiplikationer. Cooley och Tukey utnyttjade en omskrivning av transforma-

tionssambanden, som for det fall att N = Nj-
multiplikationer. Bast fungerar algoritmen om

N,, gor det mgjligt att komma undan med N-(N; + N,)
N & en 2-potens. Antalet multiplikationer blir da (hdgst)

2N log,N. For N = 1024 = 210 exempelvis, kraver en " rakt-upp-och-ner”-berakning i allmanhet fler an 106 mul-
tiplikationer, medan FFT behdver hogst 2:1024-10 » 2:104 — en besparing p& nérmare 98%! (Se ocksa Hj §3.6.)

Den Cooley-Tukeyska omskrivningen &r dock inte’

ra, men besldktade sasmmanhang av Gauss.

"ny”, den utnyttjades redan under 1800-talets férsta halft i and-

DFT &r ett speciafall av FS (som operarar pa periodiska funktioner i allménhet) — namligen det som ror koeffici-

enternatill periodiska pulstag. DFT &r ocksa ett specialfall av TDFT (som opererar pa talfoljder i allmanhet) —

nadmligen det som ror periodiska talfdljder.
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Syntesekvationens (51) far med detta formelsprék utseendet

1
X_N GX,
x| 1.1 1§
1 w ... w o owN-D —
aar C=G1 W oW W T

1 wiN-D . wiN-Dn  wiN-12
Tydligen & dessamatriser symmetriska och, sa nar som pa en konstant faktor, varandras inver-
ser. Man ser ocksa att den ena framgér ur den andra om alla e ementen konjugerass:

F-G = N-: E (E & enhetsmatris) (54)
G* =F. (55)
FT=F,GT=G @ (56)

Relationen (54) kan naturligtvis veriferas direkt, utan att man gar omvéagen 6ver en allmén fourier-
transformteori, genom att man utfor multiplikationen av matriserna: Omrad k i F matrismultipli-

ceras med kolonn m i G f& man geometriska serier med kvoten wm— &t summera:

I1—(wmkN
N-1 N-1 - 1
é \N—kl’l wnm = é (Wm—k)n = i 1 _Wm—k 0 omm k’
Ll . 1 N omm=k.

Man har d&anvant att w & en N:te enhetsrot: (Wm)N = (wN)M—K = M=k = 1
Ovningar: E4.1-4.6.

Obs att w &r ett tal pa enhetscirkeln i det komplexa talplanet, saw—L = w*.

Relationer av dennatyp kan ganska létt hanterasi MatLab. Observera dock en egenhet i MatlLab:s formelsprak:
"Transponering” betecknas .”(punkt + accent) medan symbolen ” (enbart accent) & reserverad for " transponering
och konjugering”!
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