Arbetsmaterial 7, Signaler & System |, VTO04/E.P.

10. Approximation av fouriertransfor mer
_ (Hj kap 6)
10.1 Inledning

| enidedl tillvaro skulle fouriertransformen av en signal y(t) som man vill studera kunna beréknas enligt
sin definition:

¥
Q .
=8 y(t) e2pift dt.

-y

| realiteten & y(t) nastan aldrig till fullo kénd — dels kan man kanske inte iaktta signalen under helasin
varaktighet, dels detekteras signalen inte i kontinuerlig tid utan baravid vissa sampeltidpunkter. Man
behover darfor rent allmént gora en analys hur dessa tvainskrankningar (trunkering respektive samp-
ling) paverkar mojligheterna att skaffa fram goda approximationer till Y(f). Denna analys blir hér i stor
utstrackning heuristisk.

En dversikt?
Exakta signalen:
y(®
> t
I. Trunkerad signal I1. Samplad signal
§H(D)
y(®
_i@(_ |P >{?/2 >t . BT2TT| T 21 3T .. >t
- ¥
y(t) » ¥p(t) = Y(t) - rect(t) y() » O =y(®) - T+ & d(t—nT) =
n=—¥
¥
=T- & y[n] d(t—nT), dar y[n] = y(nT).2
n=—¥
n=0,+1, £2, ...
[11. Trunkerad och samplad signal
M
Jre)/T yt) » frp) =yt) - T- & d(t—nT) =
n=—M
r M
SNV B =T - & y[n] d(t—nT), dar y[n] = y(nT),
- p —="' n=-M
P=NT,N=2M+1 n=0,z1,£2, ..., =M.

Anmérkning angdende beteckningarna: Har fdljs (de underforstadda) beteckningskonventionerna i Hj. Om négon
signal (n&got spektrum) &r en approximation (inte nddvandigtvis”bra’ sadan) till en signal (et spektrum) markeras
detta genom att en hatt, *, sétts pa funktionssymbolen for den exakta signalen (spektret). Approximationer dar felet
héarror frén en trunkering forses med index p, medan sadana som fran samplingar med index 1. Approximationer som
harror fran bade trunkering och sampling dubbelindiceras, T p. Ex.vis: §1(t) resp. §1 p(t) & bada approximationer
till y(t) —i det forstafallet harror felen fran en sampling enbart, i det andra frén sampling och trukering.

2 For en motivering for faktorn T, se sid 54 i arb.matr 5.
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For att kunna fa en uppfattning om hur " felaktigheterna’ i approximationerna ovan fortplantas till
motsvarande fouriertransformer, kan det varanyttigt att hdlla foljande faktai minnet:

-y %I x@+ Yo,
0+ v wT%e X -vo,
dt-a) %S%e e

y ¥
T Ade-m wEhe & di-wm),
n=-¥ n=-¥

rectp(t) %2212 ® PsincPf.

10.2 Fall I. Fel fran trunkering (Hj §6.4)

Man har V(1) = y(b) - rectp(t) %%%@ ?p(f) =Y(f) » Psinc Pf
¥

= § Y(f—j)Psinchj dj. 3

¥
En heuristisk tolkning av uttrycket for transformen kan se ut sa hér: Nyssnamnda faltning kan ses som
att man ersétter Y(f) med ett glidande medelvérde dar funktionen P sinc P(j ) anger vilken "vikt” man

ger det funktionsvarde i punkten som ligger j enheter ifran f.(4 Eftersom P sinc P(j ) for stora P
vasentligen & O barai narheten avj = 0, sd kommer man da att bilda ett slags mycket ”lokala”

medelvarden — grafen for Yp(f) blir en "blurrad” variant av grafen for Y(f).

Man har vidare att

¥ P2
Sm =8 : o |
Ye(f) = @ (1) - rectp(t) e2PIft dt = 0 y(t) e2PITt dt,
¥ —P/2
PI2
i i Q i - - - -
vilket kombinerat med det faktum att%, Q y(t) e?PIkt/P dt = Y| & den ktefourierseriekoefficienten
P2

for (den P-periodiska fortséattningen) av funktionen y(t), -P/2 <t < P/2, ger att
P2

. o) ,
Yp(k/P) = P 9 y(t) e2Pikt/P dt=PY

—P/2
Om P &r ett "stort” tal sabor i sampelpunkternak/P, k=0, £1, +2, ..., pafrekvensaxeln galad

Y(KIP) » Yp(KIP) = P Yy (57)

3 Funktionen P sinc Pf kallas dy(f) i Hj. Set.ex Hj sid 88 for grafernas utseende. Se ocks& arb.matr 4, sid 39.
¥ ¥

4 Obsattvivetatt Q PsincPj d =Q sincj d =1.

&k ooo.
&k ocoo.

5 Hjsid 9.
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Pagrund av ovannamnda medel vardeshildning kan felen forvantas bli storrei punkter dar X(f) varierar
kraftigt @an i punkter dar X(f) & relativt konstant.

Eftersom 1/P & ett métt pa bredden hos huvudioben hos viktsfunktionen — dess nollstéllen nérmast ori-
goar 1/P (se ocksafigi t.ex Hj sid 38) — kan man viaden parametern fa en uppfattning om hur néra
tvafrekvenstoppar kanfal igga for att de efter medelvardesforfarandet fortfarande skall gaatt "kanna
igen”. Storheten 1/P tas som métt pa frekvensuppl dsningen. (Se Hj §6.2.4 och sarskilt figurerna 6.3
och 6.5.)

10.3 Fall I1. Fel fran sampling (Hj 86.5)

¥ A ¥
Harharvi  §r@®) =y T- & dit—nT) KA Y = YO * & df-n/T) =
n=-¥ n=-¥

¥
= & Y(f-n/T).
n=—¥
Detta betyder att YT(f) exakt ar den 1/T-periodiska fortsattningen till Y(f). Detta fall behandlades i
arb.matr 5. For bandbegransade sgnaler (dér alltsd Y(f) = 0 utanfor ndgot andligt intervall) kan man for
tillrackligt storavarden pd /T (3 2° bandbredden = 2° Nyquistfrekvensen)) exakt rekonstruera Y(f) ur

summan é Y(f—n/T) —man har att Y(f) = ?T(f) for f inom bandet. Detta preciseras i samplingssatsen
n=—¥
(Arb.matr 5, sid 56,Hj sid 183, OW sid 518).

For signaler som inte & bandbegransade, men dér spekiret avtar "snabbt” mot 0 daf ® +¥, sahar
man istédllet att Y(f) » Y1(f), for "méttliga’ f.

De felaktigheter man fér d&, héror frén termerna Y(f —n/T),n* 0, i summan. Man kan alltsa for ett visst

f-varde utifran enbart YT(f) inte skiljapa Y(f):svardeni de olika frekvensernaf — n/T, n = +1, 2,
Detta &r den sk. aliaseffekten. Denna blir — &terigen forutsatt att Y(f) avklingar ”snabbt” mot 0-
mindre uttalad ju mindre sampelavstandet &r.

Man har ocksa

¥ ~ ¥ .
WO =T- & y[n] d(t—nT) %%&@ Yr() =T - & y[n] e2PinTf = T .Y(Tf), ©
n=—¥ n=—¥
dar Yy(n) & TDFT:n foér foljden av sampelvardenyin],n =0, £1, £2, ... .

Allts& For ”snabbt” avklingande Y(f) &r L Y(f) » T Y((TH) | (58)

Approximationen kan forvantas varagod om /T > 2B, dér B & en frekvens 6ver vilken Y(f) & forsum-
bar.

Antivikningsfilter: (Hj 8.6, sid 114) Ett sétt att forminska felet fran samplingen &r att |ata den
foregas av en sa kallad antivikningsfiltrering. Ett idealt antivikningsfilter tar in en analog signal
y(t) och filtrerar bort alla dess frekvensbidrag utdver en vissniva, |f| 3 B, medan bidragen fran
|&gre frekvenser inte berdrs, (I agpassﬂltrermg) For utsignalen yy(t) fran filtret ar altsa Y4f) =
Y(f), da|f| <B, medan Y4f) =0, da|f| 3 B,

¥ ) ¥
6 Dettasamband, dv.s att T- & y[n e2PNTf = § Y- n/T), kalasibland Poissons summationsformel efter
n=—¥ n=—¥
sin upptéckare, den franske matematikern Sméon Denise Poisson (1781 — 1840).
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Samplas den pa detta vis bandbegransade signalen y4(t) med ett sampelintervall T < ZLB sa kan,

enligt samplingssatsen, y4(t) och darmed Y(f), exakt rekonstrueras ur sampelvardena. Pa kopet
far man exakta varden for Y(f), for frekvensernai intervallet |f| <B.

For illustrationer se Hj sid 116-7.
10.4 Fall I11. Fel fran trunkering och sampling (Hj §6.2-3)
Den approximation till y(t) mani dettafall arbetar med &

M
yiO) » rp®) =y(t) - T- & d(t—nT),d&drP=(2M + 1)T=NT. (7
n=-M

Man astadkommer det uttrycket genom att man forst multiplicerar y(t) med rectp(t) (d.v.s. barabe-

¥

traktar signaleni tidsintervallet —P/2 £ t £ P/2) och sedan multiplicerar med T - § d(t—nT), (d.v.s.
n=—¥

samplar med sampelintervallet T) eller vice versa. Faltningssatsen ger da att

; T, - :
Vrp(t) %%%® Y({)x PsncPf*x & d(f—n/T)
n=—¥

Yr p(f) &stadkoms alltsé utifrén Y(f) genom en medelvardesbildning (faltningen med P sinc Pf) &tféljd

¥

av en UT-periodisk fortséttning (faltningen med & d(f —n/T)) eler vice versa. (Jmfr Hj 6.2.3-4).
n=—¥

Vi har vidare att

A 5 e § X -
Vrp®)=T- &yndt—nT) %%%® Yrp()=T- & yn] e2prinTi,
n=-M n=-M
Jamfor man detta med definitionen8 fér DFT:n for den andligafoljdeny[n],n =0, £1, £2, ..., M,

M .
Y[K = & y[n] e2Pink/IN N =2M + 1,
n=-M
sdavlaser man att for tillrackligt storaP och smaT bor i sampelpunkternak/P pa frekvensaxeln géla

Y(KIP) » Y1 p(KIP) = T Y[K]. (59)

Ocksa hér ar 1/P ett méatt pa frekvensuppl 6sningen och aliaseffekten forsumbar om /T > 2B, dar B &r
en frekvens over vilken Y(f) a férsumbar.

Dettaleder till ett tAnkbart forfarande for att berékna fouriertransformer till analoga signal (= signaler
definierad pa R): Efter att havalt P och T och avlast en féljd av N st sampelvéarden enligt principerna
ovan, bestdms DFT:n for denna foljd — lampligen med FFT-algoritmen (eller en datorprogramvarasom
anvander den). Sambandet (59) ger sedan approximativa varden for Y(f) i punkternaf = k/P, k = 0, £1,
12, ..., £M (=( N-1)/2).

M

Anméarkning: Fouriertransformen till den andligasumman T - & d(t—nT) = st p(t) i approximatio-
n=-M

nen ¥ p(t) kan ocksa beréknas direkt:

Man far

7 Noteraatt N alltid & ett udda heltal i detta sammanhang.
8  Hj:svariant.
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M :
st p(t) 3/4%%@ Srp)=T & e2pjnTf

n=—M
Denna geometriska serie kan summeras (se arb.matr 3 sid 20-1) och man far
_—+ SinpPf _ __ sinpNTf
Sre() =T gn pTf ~ T “gn pTf
A
P
>
-2 T T 2T,

For grafer se Hj sid 70 o. 83.
Man kan visaatt Sy p(f) for storavarden pa P (och fixt T) alltmer nérmar sig ett " enhetspulstag”:

¥
lim Srp(f) = & d(f—n/T).
P® ¥

?ﬂﬂﬂfiﬂﬂ

Laer manistéllet T ® 0 (och hdller P fixt) far man

, _ sin pPf _ sin pPf
TlirbmoST’P(f) Tli@mOT sin pTf pf

=PsincPf

pi
L
i

a

1

o Llfiern
W - il "'I1 B
£l

Nollstdllen: +1/P, £2/P, +3/P, ...

Vidare kan man visa att
lim Psinc Pf =d(f)

P® ¥
varfor lim lim Srp(f)= lim lim Srp(f) = d(f),
P® ¥

li
PRY¥ T® 0 T® 0

vilket &terigen belyser det intuitiva” stort observationsintervall U hég upplésning” och ”tét sampling
U liten aliaseffekt”.

Ovningar: Ex 7.1 - 5.

9 Kallasd(f) i Hj.

70



11. Om pulsamplitudmodulering (PAM)
(Hj 8.4-5,0W 7.1.2, 7.2)

11.1 Inledning

Vansterledet i samplingssatsen (sid 56 1 arb.matr 5):

—nTO
i ia_ ;é((nT) sinc ﬁ (60)
konstruerar tydligen en funktion X(t), definierad i R utifran talfoljden x(nT) = x[n],n =0, +1, +2, ...
Det samplingssatsen utséger ar, att X(t) = x(t) under forutséttning att x(t) & bandbegransad med en
bandbredd £ %. . Berékningsproceduren (60) kan ses som ett rekonstruktionsforfarande — utifran sam-
pelvardenai punkternat = nT berdknar man funktionsvarden for t-varden mellan dessa punkter. Han-

del sevisfar man de exakta x(t)-vardena under nyssnamnda forutssttningar.10 Nér de inte & uppfyllda
saar X(t) i stéllet en mer eller mindre bra approximation till x(t).

Proceduren (60) kan ocksa ses som en slags”D/A- omvandlare” —en sadan tar emot en digital signal
och ger ifrén sig en analog signal (= signal definierad pa R). Samtidigt & (60) darfor ett exempel pa ett
generellare forfarande som kallas pulsamplitudmodul ering, forkortat PAM.

En pulsamplitudmodulering karakteriseras av foljande egenskaper:
1°  Utgadende frén en talfoljd berdknas (produceras) en funktion definierad paR.

Funktion
Tafdljd def paR

X[n] . Puls;\mpli.tud-» Z(t)

modulering

(En tolkning: Proceduren & en D/A-omvandling)

2°  (Tidsinvarians)

Om XN—>»{ PAM  —>Z(1)

sagdler n—kl—»| PaM > Z(t—KT)

(En tolkning: Om x[n] harrér fran en sampling med sampelavstand T av en analog signal och sampel punk-
terna forrskjuts kT enheter i tiden, s kommer den producerade analoga signalen likaledes att forskjutas kKT
enheter i t-led.)

3°  (Linearitet)
Om man med samma PAM-procedur har

x[nN—[ PAM = z(t) och x[nN]—| PAM |2 7(1)
och ¢k, k=1, 2, & konstanter, sd géller ocksa att

cxq[n] + Cxo[N —3l  PAM > C121(t) + C222(Y)

och denna princip skall ocksa gallafor konvergenta oandliga lineéra kombinationer:

10 seocksafigur 7.10, sid 524 i OW.
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Om X[N—>| PAM 2 z(t)

¥ y
& oou[n—> PAM > a Gz (1)

k==¥ k=-¥
Andraexempel pA PAM an det inledningsvis namnda &r rekonstruktionsférfaranden da man pa annat
sétt an somi (60) interpolerar mellan sampelpunkterna (nT, x(nT)) pa grafen (t, x(t)) till en anaog sig-
nal X(t):

s

(1), x(nT)

X(t)

4 g
TlT nT t

x(t):sgraf & ritad som en smal kurva, rekonstruktionens graf &r den fetare.

Exempé 11.1 (Linjé&r interpolering, "first-order hold”, Hj sid 106, OW7.2, sid 522-7)
Grafen for (t) & den man far om "grannpunkterna’ (nT, X[n]) och ((n + )T, x[n + 1]) for-
binds med ett linjestycke:
(1), x(nT)

X(t)

Exempel 11.2 (Fasthdllning, " zero-order hold”, Hj sid 108, OW7.1.2, sid 520-2)
Grafen for X(t) & strackvis kontant, = x[n] i intervaletnT £ t< (n + 1)T.

(0), x(nT)

. >
_._lga“ R nT t

Begreppet PAM kan ocksa med fordel anvandas for att gora matematiska modeller for faktiskainstru-
ment som avl&ser inkommande signaler. Instrument som just bara samplar — d.v.s producerar signalen

xs(t) = ; X(nT) d(t—nT)
n=—¥

utifran signalen x(t) — gar knappast att realisera. Daremot kan man ofta uppfatta utsignalen X(t) fran
métapparaturen som en bearbetning av sampelvardena med en PAM -procedur karakteristisk for appara

turen ifraga:
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Modell fér métapparturen

X()-—{ ST | yin]e  PAM e X(),
(61)
Ovning:
111 Kontrollera att principerna 1° — 3° ovan & uppfylldafér procedurernai ex. 10.1-2.

11.2 Allméant om PAM

Mangden av olikaténkbara PAM:ar & forhallandevis &t att 6verblicka: Observeranamligen att varje
talfoljd x[n] kan skrivas

Xl = & XKdn—K,

k=—¥

) o ,i1l,omn=0,y , ., . .
dér d[n] & ”enhetspulsen }O, omnt O.ﬁ Kalar man " pulssvaret”, d.v.s. PAM:en av d[n], for p(t),

dn—> PAM  —>»p(1)

saleds man till foljandell:

Enl 2°: dn—Kk]—>| PAM —» p(t—KT)
Y Y
Enl 3°: ax[kdn—k]—=| pPam [ ax[k]p(t—KT)
k=-¥ k=-¥

Slutsatsen blir att

Oom n—> PAM > Z(1)

sAar z(t) = ; X[Kpt-kT), @2 (62)

k=—¥
dér p(t) & pulssvaret till PAM:en.

Omvant ser man att varje berdkningsprocedur av typen (62) uppfyller villkoren 1°-3° och darfor & en
PAM. Symboliskt kan man rita:

(n—> PO e 2t)

Eftersom p(t—KT) = p(t) * d(t—KT),
sakan (62) ocksa skrivas

11 Beteckningen p(t) for pulsvaret anvandsi Hj. | OW skrivs h(t) och p(t) & dar istéllet reserverat for pul stget
¥
a d(t—Kr).

=—¥
12 | ikheten (59) tasi Hj som definition p& begreppet PAM.
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| 2(t) = xs(t) * p(t), | (63)

¥
dar Xs(t) = a xKd(t—KT)
k=—¥
| & den mot x svarande sampelfunktionen. |

Fouriertransformerar man likheten (63) far man enligt faltningssatsen och det faktum att FT av
d(t — KT) & e2PikfT gt

Z(f) = Xs(f) - P(D),

¥ .
dar Xs(f) = & x[K| e2PIKT = Xy fT)
k=—¥
och Xg(n) & TDFT:ntill foljden xn].
Sammanfattningsvis

Sats. (Hj sid 108)

For pulsamplitudmodul ering med pulssvaret p(t), sa galler fér den diskreta insignalen x[n] och analo-
gautsignalen z(t):

¥
z(t) = & XK p(t—KT),

k=—¥

Z(f) = XfT) - P(D),

Exempel 11.1 forts (Hj sid.106, OW7.2)
Vid linj&r interpolation & pulssvarets graf:

(13
| P 1—[t)T, dAJt|ET
VS PO=t o aap>T.
Observerar man att p(t) = rect (UT) * rect T), (Kontrolleradettasom en 6vning!)
iN2
safar man fouriertransformen P(f) = (T sinc Tf)2 = S;z?sz'

Om nu x[n] & sampelvardenai punkternat = nT av en analog signal x(t), sa producerar denna PAM
den linjérainterpolationen till x(t):

5= & X[k p(t—KT).

k=—¥
Sambandet mellan fouriertransformerna (FT for X(t):s del och TDFT for x[n]:sdel) & da

o in2
X0 = x4m - ST

13 Linjar interpolation: Foérbind ” grannpunkterna’ med réta linjestycken
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Om en métappartur enligt modellen (61) karakteriseras av denna PAM, sa kommer exempelvis
X(f) = T X(fT) for [f| £ LT
om signalen & bandbegransad och /T 3 2" bandbredden (samplingssatsen!). Sambandet mellan fou-

riertransformerna for (den for oss "kanda’) signalen X(t) och (den for oss inte sa "kanda’) signalen
X(t) gesdaav

X(f) = X(f) - p;TTf fér [ff < T och=0om ff|>1T.

Insignalen x(t) kan alltsatill fullo rekonstruerasi sadanafall.

Exempel 11.2 forts (Hj sid 108, OW 7.1.2)
Vid linjér interpolation & pulssvarets graf istéllet:

(14

q il dAOE t£T,
V'S p(t)'%o, dat >TelerT<O.
Observerar man att p(t) = recty (t—T/2),

safé&r man fouriertransformen P(f) = (T sinc Tf) e2piTH/2 = 51r1|m|?'|'1‘ ePITE,

Om nu X[n] & sampelvardenai punkternat = nT av en analog signal x(t), sdproducerar denna PAM en
strackvis konstant approximation till x(t):

()= & X[ p(t—KT).

k=—¥
Sambandet mellan fouriertransformerna (FT for X(t):s del och TDFT for x[n]:sdel) & d&
X = x(m) - SEPT epitt

Om en métappartur enligt modellen (61) karakterlseras av denna PAM, sakommer exempelvis

X(f) =T X4(fT) for [fl £ LT
om signalen & bandbegransad och /T 3 2" bandbredden. Sambandet mellan fouriertransformernafor
(den for oss "kanda’) signalen %(t) och (den for oss inte sa "kanda’) signalen x(t) gesdaav

x(h =% P& SOT’f for fl< /T och = 0 om [f|> 1/T.

Insignalen x(t) kan alltsatill fullo rekonstrueras ocksai dettafall.

Mera lasning: Hj 88.6 om rekonstruktionsfel och antivikningsfilter.
Ovningar: Ex 8.8—14.

14 Fasthdllning: Draett horisontellt streck med langd T & hoger fré&n varje punkt.
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