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Fourieroptikdemo
1. Introduktion

Om ett laserstralknippe sands genom en dppning, sprids ljuset pa ett for dppningens (objektets) geo-
metriska utseende karakteristiskt sétt. Ett 18mpligt sétt att beskriva denna geometri ar att for varje punkt
I Oppningen ange genomd dppligheten (transmittansen).

y Exempelvis. For en 6ppning med vidden
1 som AB i figuren hér bredvid, dar kan-
terna A och B ligger pa avstandet 1/2
fran den optiska axeln O, beskrivs trans-

A mittansen av funktionen \
° = | 1, om|y| <1/2, ot 1 ew)
B ew) = {0, for dvrigay-varden. E = recuy). y
evardet 1 svarar dd mot full genom- 121 1/2 >
d&pplighet och 0 mot ingen genomsl pp-

lighet dls.

En transmittans som den i figuren nedan:
A ely)

beskriver (en endimensionell variant av) it gitter.

Det visar sig att om den spridda strdlen uppfangas pa en skarm pa stort avstand ifran Gppningen, sa
kommer det elektriskaféltet dar att vara proportionellt mot fouriertransformen av transmittansen. Feno-
menet kallas Fraunhofer-diffraktion.

Detta kan forstés av foljande dverlaggning, dar vi utgar ifran att det elektiskafatet E pa avstandet
r fran en punktkalla &

E :(Fa gwt —kr),

dér e & ett métt pa kallans styrka, w och k konstanter som beror pa stralens vaglangd och hastig-
het samt t en tidsvariabel:

|OP| =R, [BP|»r, |[PQ[» Y.
"Triangeln” OPQ &r likformig

R-1 » [0B| = [0A| - [PQJIOP| » y -Y/R med triangeln AOB.



For R>> Oppningsdiametern géller att det elektriskafatet i P (med koordinat Y pa skarmen) fran
punkten A (med koordinat y i Gppningen) ges av

E(y) = @ dwt—kr) » R—e(illz(/R gwt gik(R - yY/R)

__&Y) —KkR) dkyY/R
“R- Y/Rd(Wt ) dkyY/R,

Men for namnaren i den forstafaktorn & R—yY/R» R, med mycket god approximation, varfor

E(y) = dWt —kR) gae(y) gka/R

Observera att den forsta faktorn har beloppet 1 och inte beror pay utan bara av ljusets vaglangd,
fas och hastighet samt av avstandet till skarmen.

Det totala elektriskafalteti P & summan av bidragen fran de enstaka punkterna i Gppningen
(Huygens princip), d.v.s.

¥
: Q
Ep = d(wt—kR) 8 % gYykY/R dy.
¥
Men integralen i detta uttryck kan skrivas
¥
E %I(RYO dar E (f) = 0 @ e2Pi¥f dy & fouriertransformen av e(y)

Det elektriska faltet pa stort avsténd ar alltsa proportionellt mot fouriertransformen av trans-
mittansfunktionen.

(Lagg mérketill att variabeln fore transform i det hér fallet har rums- och inte tidsdimension.)

Detta kan realiseras med en apparatur enligt skissen:

laser / lampa objekt F-plan bild av objekt
---------- QI --------------------------------------------------------------
transformerande lins atertransformerande lins

Genom att med enlins bryta ihop stralgéngen kan den’ "oandligt” langt bort belagna skarmen flyttas
till merabehagligt avstand (F-planet i figuren). For strélgangen till hoger dérom spelar detta plan ob-
jektetsroll. Det innebar att dess spridningsbild Iangt borta motsvaras av fouriertransformen av fourier-
transformen, vilket (S& nér som pa orienteringen) aterger orginalfunktionen, d.v.s. transmittansen. Ge-
nom att Samlalhop det stralknippet med ytterligare en lins kan alltsd en bild av Gppningen aterskapas.

Nagrafall som kanillustreras:

1. " Enkelt” hdl. Oppning med transmittans

\ recta(y)

11, om|y| <a/2, n
{0, for ovrigay-varden.

ex(y) = rect(y) =

a2 al2



Dess fouriertransform &r
E 1(f) = asinc (af)

Det 6gat registrerar & dock inte det el ektiska Elektriska faltet
faltet utan dess intensitet, dv.s. |E 1(f)]?

Intensiteten

En 2-dimensionell motsvarighet till detta ar ett cirkulart hal:
och dess transform:

2. Gitter: Graf for transmittansen:

—al2 a2 y
Idealt & transmittansfunktionen da 2a-periodisk och ges analytiskt av:

¥ ¥
ex(y) = & e(y—2ka) =esly)* a dy—2ka),

k =—¥ k =—¥
. x ) o .1 ¥ 2 ko .
Eftersom transformen av pulstaget & d(y— 2ka) ar pulstaget 55 & d% ~2ay sa har man enligt
k =—¥ k ==¥
faltningssatsen:
1 ¥ ko
E2) =E1() - 55 & A~ o

k =—¥
Dettainnebar att E »(f) (sdnér som pa skalfaktorn 1/2a) erhalls genom att

E 1(f) samplasi punkternaz—ka k=0, £1, £2, ...

| | >
Man ser hér koefficienterna for fourierserieutvecklingen av den periodiska TR TS
funktionen ex(y) Elektriska faitet

Ett verkliga gitter skiljer sig dock fran de ideala bland annat genom att de
inte har oandlig utbredning — utanfor ett i forhallandetill gitterperioden 2a rétt langt intervall, —b/2 < 'y
<b/2, A &r transmittansen = 0. Detta kan beskrivas med en transmittansfunktion

ea(y) = ez(y) - rech (y),
dér altsarect, (y) = 1 om —b/2 <y <b/2 och annars = 0. Transformeras dettafar men enligt den duala
varianten av faltningssatsen att

E 5(f) =E »(f) * bsinc (bf), d&r b>>a.



Eftersom grafen for b sinc (bf) har en mycket smal huvudiob, sd erhdlls en god approximation till gra—
fen for E 3(f) ur E »(f):sgenom att "pikarna’ ersétts med mera utbredda sinc-liknande pulser — man
far paskarmen en rad av diffusa punkter varsintensitet avklingar snabbt &t sidorna:

Gitter och dess transform

3. Atertransformering. Filtrering

| det idealafallet, da man har ett fourierplan med oandlig utbredning, skulle den andralinsen i apparatu-
ren producera en kopia av orginalet. Ett sddant plan kan forstas aldrig realiseras utan det blir i realiteten
mer eller mindre beskuret. Planets begransning fungerar som ett slags |agpassfilter. Effekten av detta
kan utredas med fourieranays:

Om fourierplanet beskars symmetriskt kring den optiska axeln sa far man en situation liknande den
i de forsta figurerna ovan pa sidan 1. Om Oppningens diameter & b, orginal objektets transmit-

tanse(y) och dess fouriertransform E (f), sa kommer E (f) - recty(y) att vara den beskurna transfor-

~

[+

men. Men rect, (y) & transformav b sinc by, d.v.s. den beskurna transformenmotsva-

&l..L..l..l.o

rar en transmittans ey urrad(y) SOmM ges av fatningen (y) * (b sinc by).1 Eftersom konstanten b &r rétt
stor i forhdllande till 6vriga detaljer i fourierbilden, sd kommer huvudlioben i sinc-funktionen attvara
forhdlandevis smal. Transmittansen ey urrad(y) Visar en ndgot suddigare bild av orginalet.

Atertransformering av en s beskuren transformation, E 3(f) i gitterfallet under punkt 2, ger d& ett
falt2 och intensitet ( = synlig bild) av dagen

Elektriskt falt

Intensitet

1 Faltning av tvafunktioner u(t) och v(t) kan (bortsett fran en skalfaktor) beskrivas som att man ersétter funktionen
u(t) med ett vagt medelvérde, dér (for allat) u(t) vagsihopmed v (t —t). Om v(t) vasentligen* 0 baraomt » O,
sa kommer faltningens varde i punktent bara att bero pd u:s varden i t:s omedelbara omgivning.

2 Tanker man i fourierserier s motsvaras beskarningen av att den oandliga serien ersétts med en andlig partial-
summa.



