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Den inhomogena ekvationen kan skrivas
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— + o=
T in2x
En partikul &l sning erhdlsom mani ansatseny = A(x) sin x + B(X) x sin x véjer A(X)

och B(x) sa att
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dar W ar Wronskimatrisen
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Detta ger
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varav t. ex A(X) = —x2/2 och B(X) = x. En partikul&rl6sning &r alltsa
Yp=—X22-sinx + X-Xxsinx=x2/2-sinx.
Eftersom den homogena ekvationens allmannaldsning ar
y=Csinx+Dxsinx
far man
Svar:y=(x%/2+ C+ Dx) sinx, C och D godtyckliga konstanter.

Ekvationen kan skrivas
X2y” + 2X2y’+ (X1/2 + X2)y =0
och &r av formen
X2y + x(a+ 2bx") y +[c+dx2S—b(1l-a—1)x + b2 y=0,
meda=0,b=1,r=1,c=0,d=1, s=1/4. Den & altsa en transformerad
Bessel ekvation med allmén Iosnlng
1-a

=x2 e ‘éAng_xs_+BY§/EI

1 _af

dar ng &5 2 B_C =2
Alltsa

& 0
Svar: y =4/xex %A J2(4§1/§<) +B Y2(4<'/;<) E A och B godtyckliga konstanter.

Variant 1: (Anvandning av tabellverk)
Av tex. b framgar att den 2L-periodiska, stréckvis konstanta funktionen som for |x| < aL
ar =hochféralL <|x| <L & =0, har fourierutvecklingen
¥
ah+ 20 2h 3 2 sin npa
. . . p n= 1 o o .

Den givna funktionen, for vilken L = 3, & summan av tva sadana stréckvis konstanta
funktioner, den enamed h =1 och a = 1/3 och den andramed h=1 och a = 2/3.
Man far

cos (npx/L).

in np/3 + sin 2np/3

n cos (npx/3)
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Anmérkning: sinnp/3 +sin 2np/3=2sin np/3 +2 2np/2 cos np/3 _2 2np/2_

=2.sinnp/2 cos np/6 = 0 om n har resten 0, 2, 3, eller 4 vid division med 6 och =/3
resp. —\/3 allteftersom n harv resten 1 resp. 5 vid division med 6. Fourierserien kan
darfor ocksa skivas

1+ 2\/3 &&os (px/3) _ Cos(5px/3) , cos (7px/3) _ cos (11px/3) 0

p & 1 5 7 1 B
Variant 2: (Direkt berdkning)
Eftersom funktionen & jamn sa ar dess fourierserie av cosinustyp:
L

y -
f(X)=ay/2+ a ancos(npx/L),daran:%gf(x) cos (npx/L) dx.
n=1
| dettafall & L = 3 och man far for n3 1 att

1 2

gQ

_ 29 ) _
an= §8 2 cos (npx/3) dx + 38 cos (npx/3) dx =
0

= rﬁo (sin np/3 + sin 2np/3).

38 np/3 o 38 np/3 H, _,
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Forn=0erhdls ag= §82dX+§8 dx =2
0 1

Svar som ovan.

Ekvationen kan skrivas y~ +2y" +1y =0, vilket & en linjar ekvation med konstanta
koefficienter.

Dess karakteristiska ekvation & D2 + 2D + | =0 med rotternaDy , = -1 +4/1-T.
Ekvationens allmannaldsning & darmed:

} AeD1x + BeD2x oml <1,
y:ie-X(Acos\/I —1x+BsinyT —1x), oml| >1,
| eX(A +BX), oml| =1.

Kombinerat med randvillkoren y(0) = y(p) = 0 far man icketrivialalGsningar om och
endast om /T —1=heltal >0, dvsomochendastom| n=1+n2,n=1,2,3, ... vilket
alltsa & problemets egenvarden. Egenfunktionerna utgors av motsvarande icke-triviala
[Gsningar:
Yn = Bp €X sinnx.
Svar: Egenvérden 1 + n2, egenfunktioner BheX sinnx,n=1,2,3, ...

Koefficienternacy, i serien beréknas enligt
o= <fyp>
X <yn,yn> , . .
dar <f,g> & dentill problemet hérande skal&rprodukten. Dess viktsfunktion avléses som
funktionen p(x) da ekvationen ar paformen
(r(Jy) + [a(¥) +1 p()]y = 0.
Den givna ekvationen &r just pa denna form, varfor p(x) = e2X i det har fallet. Detta ger



p p p
<f,g> = §f(x)g(x) e2X dX, <yn,yn> = § e2X sin?nx e dx = § sin?nx dx :g
0 0 0
p
2 Q .
och SVar:c,n—ng(x)smnxeX ax.
0
Ansatsen u(x,t) = X(X)T(t), X och T g nollfunktionerna, ger
X T _
X ()T + 2XX)T () =00 X =TT " konstant k.
. IX/X = 2kx, - TInX=ke@+A, 1x Cel,
Man far 1 i U {
TIT = -k InT =-kt+ B, T=Dek

Funktionerna u(x,t) = Cekx?ekt = Cek (x>-1) sgtisfierar alltsa den givna ekvationen. For
dessagaller att u(0,t) = Ce X, vilket dverensstammer med det givna randvillkoret
u(0,t)=eomC=1ochk=2.

Svar. u(xt) = e2(x>-).
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Man har g COSWX_ gy=Re g i
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dr 9 e = & i Res &
0 (1+x2)(4+x2) Summerat Over alla 2=z (1+2)(4+2)
_y singulariteter z

i 6vre halvplanet.

Integranden har singulariteter endast i ndmnarens nollstdllen och dessa & + i samt + 2i,
samtliga enkla eftersom faktorernaav ndmnaren, (z+ i)(z—i)(z+ 2i)(z—2i) dlaé&r
enkla. Av nollstéllenaligger i och 2i i 6vre halvplanet och de bada andrai det undre.
Integranden har alltsai 6vre halvplanet de enkla polernai och 2i. Man féar

¥

Q aWwx —op R gwz + oni gwz

Q dx=2pi Res 2pi Res
O (1+x2)(4+x2) P z=i (1+)(4+2) P z=2i 1+@4+2)
—¥

Men Res P@ = P@ om q2) har ett enkelt nollstlle for z= z.
z=z 4@ d(2)

Tillampas detta p& p(2) = €WZ/(4 + z2) och q(2) = 1 + 22 den forstaresiduen och p&
p(2) = eWZ/(1 + z2) och q(2) = 4 + 22 i den andraf&r man:

dwz _dW(4+22)f  _ewW(d+(-1) _ 1
Res -, . = ; =~ e,
z=i (L+22)@4+2) 2z __1z:i 2 ol
Res ewz _ eWZ/(1+ )t _e2V(1+(4) _ 2w -
z=2i (4+2)(1+2) 2z 1oy 4i 12I '
Detta ger
¥
. Q  coswx — padP _b 2W0 Pew_ P oow
Svar: dx=Regt eW - = e ew |
8 (L+x2)(4 +x2) &3 6 ] 3976
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Enligt uppgiften &r F —(x2+y2+22)a 5
_a 1 16 @ X y z b
Dettager rotF = coo 4y 125 Sx2ty2+72)a12 " (x2ry2+72)al2 ' (x2ry2+72)al2
Forstakomponenten i denna vektor ar
T z T y —_4a 2yz + @ 2yz =0
ﬂy (X2+y2+22)a/2 Mz (X2+y2+22)a/ 2 2 (X2+y2+22)a/2+1 2 (X2+y2+22)a/2+1 )

Bokstavsbytex® y® z® xi dessarakningar ger att de bada andra komponenterna
ocksaar =0.V.SB.

Potentialfunktioner &r de funktioner U(X,y,z) som uppfyller villkoret grad U = F, dvs.

w_.  x [1]
ﬂX (X2+y2+22)a/2 !
w_. 'y [2]
v (R+y2+z2)al2’

och U z 3]

2 T (@ry2rR)al2”
Integreras [1] med avseende pax far man fora t 2:

= 1 -1 24
U= 2—-a (X2+y2+22)a/2—1 +C(y,2) = 2_a r +C(y,2),

dar Ci varjefall & oberoende av x. For a =2 far mani stéllet den primitiva funktionen
E % In (@ +y2+2) + Cy,2) = Int + C(y,2).
C_1C

Séttes dettaini [2] Och [3] far man viIIkoren‘"—y @ - 0, dvs C & oberoende ocksa av y

och z och alltsa konstant.

Svar: Potentialfunktioner &r ﬁ r2a+C oma?t 2ochInr+Coma =2.



