I nstitutionen for Matematik
KTH

5B1207, Differentialekvationer I1.
Obligatorisk inlAmningsuppagift, VT 2007 for T2.

Godkand uppgift ger 2 studiepoang. Om den ldmnas in senast den 23 mars 2005 s& ger den dessutom 1 bonuspoang till
den ordinarie tentan i april och till omtentan i juni 2007.

I problemet nedan finns ett antal parametrar, Ty, Ty, Tk, t1 och d. Dessa skall du berékna ur ditt fodel-
sedatum, &mmdd, (eller ett av eraom ni arbetar i grupp) enligt foljande:

Ty =&/10+2° mm, Ty =120+ dd, Tx =a&¥10,t1 =4 " mm, d = (30 + mm)/100.

Bestdmning av stektid

Scenario: Osquarulda skall tillaga en julskinkai ugnen men saknar tyvarr erfarenheter p& omradet.

Néagon kokbok finns for tillfallet inte atkomlig och telefonférbindelserna har just havererat (vinter-
storm), s att googla eller p& annat sétt hoppas f& hjélp frén omvarlden &r inte att ténka pa. Déremot
fungerar elforsorjningen — ugnen kan anvandas.

Huvudproblemet & hur Iange steken bor vistasi ugnen. FOr att kunna komma med en vettig gissning
for hur man skall gatill vaga, forsoker Osguarulda sig pa en forenklad matematisk modell for situa-
tionen:

Det hela & uppenbarligen ett varmeledningsproblem. Om man ténker sig att skinkans varmelednings-
formaga och varmekapacitet & desammai ala skinkans delar och

uxy, z,t)

ar skinkans temperatur [°C] i punkten (x, Y, z) [m] vid tiden t [min], s méaste denna funktion uppfylla
varmel edningsekvationen

fu  f2u  T2u _ 11u
we e T2 Ta ]

dar a [mé/min] & en materialkonstant (nogataget = kic, dar k & varmeledningstalet och cvarmekapa-
Citeten).

Skinkan &r forhallandevis rund och fin, sd som en grov approximation |ater Osquarulda den vara ett
klot i modellen. Ugnen, som &r av god kvalitet kan forvantas varma lika mycket fran allahall, sa u:s
nivaytor (isotermerna) bor rimligtvis vara koncentriska sfériska ytor med centrumi skinkans medel-
punkt. Det & darfor av intresse att man soker |6sningar pa formen

ux,y, z,t) = u(r, t),
dar r =A/x2 + y2 + 22 och (x, y, Z)-rummets origo placeratsi skinkans medel punkt.
Med hjdlp av kedjeregeln och en ddl kalkyl lyckas Osguaruldatransformera ekvationen [1] till
fou,2qu _1qu @
w2 r I Taft [2]

Osguaruldatror sig veta att en skinkstek & lagom stekt om dess temperatur langst in & 77°C. Skinkan
har forvaratsi et Kylskap dér den legat ett bra tag och kylskdpstermometern visar pa T°C. Hon lagger
den i ugnen som haller temperaturen T,°C och finner med hj&lp av en stektermometer att temperaturen
I centrum efter t1 minuter & T1°C.

1 Hade Osquarulda haft tillgang till handboken b eller liknande, s& hade hon kunnat sl& upp hur Laplaces operator ser
ut i sfariska koordinater, men hon lyckades bra utan sddana hja pmedel ocksa



Din uppgift & att

fullborda modellen utifran ekvationen [2] genom att stélla upp relevanta begynnelse- och
randvillkor,

|6sa PDE:n exakt med hjép av variabel separationsmetoden,
(Nagratips: Du kan behtva omdefinieratemperaturskalan, s att du far ett homogent randvill-
kor. Osquarulda fick en besvérlig ODE pa vagen,
@R, 2R
dr2 rdr
men hon fick en snilleblixt och lyckades |6sa den genom att séttarR = r och sedan bestam-
mar!)

bestdmma en enklare approximativ |6sning som duger braom t inte ligger mycket néra start-
ogonblicket. (Du skall motiveravarfor approximationen duger),

berakna nar skinkan uppnétt de 6nskade 77°C,

ritagrafer (med hjap av ndgot |ampligt matematikprogram) éver hur temperturfordel ningen
blir inom skinkan vid 5 olika tidpunkter jamnt fordelade dver det tidsintervall som skinkan
ligger i ugnen,

bestdamma vardet pa” materialkonstanten” a om man vet att skinkans diameter & d [m].

+| R=0,

Presentation av |6sningen

L 6sningen skall gesi form av en rapport. Den skall vara organiserad pa det sitt som ar brukligt for
tekniska och vetenskapliga publikationer. Det viktigaste med rapporten &r att en lasare ska kunna
aterskapa dina resultat utifran rapporten. Din rapport skall kunna forstas exempelvis av en kamrat som
l&st den hér kursen, men som inte kanner till just det hér problemet innan.

Rapporten skall vara skriven pa svenska eller engelska. | granskningen stédlls krav pa saval pedagogisk
framstallning, sakinnehdll, layout som sprékliga kvaliteter.

Arbetet kan utforasindividuellt eller i grupp. Rapporten far haen eller maximalt tva forfattare.

Rapportensinnehall
Rapporten skall &minstone innehalla foljande moment:

1
2.
3.

Beskrivning av problemet.
Uppstallning av problemets randvillkor.
Bestamning av ett exakt uttryck for temperaturen u(r , t) i form av en oandlig serie

WO = A CoR(r) Ta)

n=1
dar C,, & oberoende av r ocht.
Utredning av var serien [ampligen trunkeras, dvs. hur N skall véljasi

N D= & CnRi(r) Ta(D),

n=1
for att approximationen u(r, t) » Ty (r , t) skall varaacceptabel.

Berakning av tidpunkten da skinkan skall tas ur ugnen.
Plottar av grafer for Ty (r , t) som funktion av r vid 5 tidpunkter jdmnt fordelade 6ver det tidsin-

tervall som steken ligger i ugnen.

Berdkning av materiakonstanten a.



Examination

For godként kravs,
. att rapporten inklusive figurer & maximalt 5 sidor 1ang,

. att rapporten och beddémningsmallen (bifogas som sista sida i det hér
dokumentet) skall varaihophé&ftad, bedémningsmallen 6vers,

. att rapportskrivning sker enskilt eller parvis,

. att titel, forfattare, samt folkbokf6ringsnummer anges dverst pa sid 1 i
rapporten,

Om man vill kunna tillgodorakna sig 1 bonuspoang pa arets tentor, s maste
val utarbetad rapport lamnas in senast den 23 mars. De |amnas till 6vnings-
ledaren eller laggsi institutionens brev ada i trapphuset strax bredvid inner-
dorrarnavid ingangen Lindstedtsvagen 25.

De kan ocksa postastill
Eike Petermann, | nstitutionen for matematik, KTH, 100 44 Stockholm.

Rapporterna kommer att tilldelas betyget Godkant eller Underkant.

Ar rapporten underkand kan den kompletteras och revideras samt |amnas in en andra gang senast
070502. Notera att rapporter inldmnade efter 23 mars kommer att behandlas i denna senare grupp.
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Bedomningsmall for den obligatoriska hemuppgiften
Differentialekvationer 11, 5B1207 for T2, VTO7

Endast uppgifterna i denna ruta fyllsi:
THE e
0 = 1 (= TR
0 = L= (=TT
G U
£ 5sidor > 5 sidor
Rapportens langd i sidor? D D
£2« >2¢
Antal forfattare? D D
ja oftast ibland nej
Upplagget/spraket |t att folja? D D D
ja deflesta ett fatal nej
Resultat finns? D D D
ja deflesta ett fatal nej
Resultaten korrekta? D D D D
ja oftast ng  framgdr g
Anvands de matematiska
hja pmedien parétt sitt? D D D D
G U
Forsta granskning D D Sign:
G U
Andra granskning (vid U ovan) D D Sign:

Godkand

Signatur:




