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1. a. Bestäm den lösning y(x) till differentialekvationen

(1 − x2)y′ − 2xy = 2x [ekv1]

för vilken y(0) = 2. Ange ocks̊a det största intervall som lösningen är definie-
rad i. (5p)

b. Har [ekv1] n̊agon eller n̊agra lösningar som är definierade för alla reella x?
Ange den eller dem i s̊a fall. (3p)

2. a. Visa att polynomen p0(x) = 1, p1(x) = x och p2 = 3x2−1 parvis är ortogonala
p̊a intervallet −1 ≤ x ≤ 1 med avseende p̊a skalärprodukten

(f, g) =
∫ 1

−1
f(x)g(x) dx.

Bestäm ocks̊a deras normer ‖p0‖, ‖p1‖ och ‖p2‖. (3p)

b. För vilka värden p̊a konstanterna a0, a1 och a2 i funktionen

g(x) = a0p0(x) + a1p1(x) + a2p2(x)

approximeras funktionen f(x) = ex med ett s̊a litet fel ‖f−g‖ som möjligt?(3p)

3. a. Uttryck den tidsdiskreta fouriertransformen (TDFT:n) av följden:

y[n] =

{
cosnπ/6, d̊a |n| ≤ 3,

0, d̊a |n| > 3.

med hjälp av trigonometriska funktioner. (4p)

b. L̊at u[n] vara den 12-periodiska fortsättningen av y[n], d.v.s.:

u[n] = y[n], d̊a |n| ≤ 12 och u[n] = u[n− 12], för alla heltal n.

Uttryck den tidsdiskreta fouriertransformen (DFT:n) av följden u[n] med
hjälp av trigonometriska funktioner. Ange vilken definition av DFT:n (Hjal-
marssons eller Oppenheim-Willskys) som Du använder. (4p)

Var god vänd!



4. a. Beräkna fouriertransformen till den jämna funktionen

x(t) =

{
e−|t|, d̊a |t| < 1,

0, d̊a |t| ≥ 1,

p̊a reell form. (4p)

b. L̊at z(t) vara den 3-periodiska fortsättningen av x(t), d.v.s.

z(t) = x(t),d̊a −1 < t ≤ 2 och z(t) = z(t− 3) för alla t.

Bestäm z:s komplexa fourierserie. (4p)

5. L̊at 



x′1(t) = 2x2(t) + 2x3(t),
x′2(t) = − x2(t) − x3(t),
x′3(t) = x1(t).

a. Bestäm den allmänna lösningen till systemet. (8p)

b. Bestäm en lösning till systemet s̊adan att x1(0) = 1, x2(0) = 2 och att
gränsvärdet

lim
t→∞

(x1(t), x2(t), x3(t))

är reellt. (2p)

6. En inkommande ljudsignal x(t) störs av successiva ekon som ankommer med en
konstant tidsfördröjning p̊a 0,1 sek, d.v.s. den faktiskt inkommande signalen y(t)
är en linjär kombination av signalerna x(t−n/10), n = 0, 1, 2, 3, . . . Man vet ocks̊a
att ekona dämpas successivt med en fix faktor a, 0 < a < 1, d.v.s. det n:te ekot är
anx(t− n/10). Därmed är

y(t) =

∞∑

n=0

an x(t− n/10),

Man vill kunna rekonstruera signalen x(t) ur signalen y(t) och tänker använda
fouriertransformteknik för detta.

a. Uttryck utan summa- eller integraltecken Y (jω) (fouriertransformen av y) i
X(jω) (fouriertransformen av x) och parametern a. (3p)

Om storheten a är okänd, s̊a m̊aste den först bestämmas. Ett sätt att förfara är
att registrera den inkommande signal ytest(t) som erh̊alls, d̊a man sänder ett känt
testljud, t.ex. ett normal-a (440Hz), av viss längd (här vald till 4 sek):

xtest(t) =

{
sin 880πt, d̊a |t| ≤ 2,

0, d̊a |t| > 2.

b. Bestäm Xtest(jω) och uttryck Ytest(jω) i a. (4p)

c. Beräkna Ytest(j 880π) som funktion av a. Vilket närmevärde för a f̊ar man om
man empiriskt vet att |Ytest(j 800π)| ≈ 6, 5? (3p)

Lycka till!


