Matematiska I nstitutionen
KTH

L 6sningsskisser, 581304, den 9/1 2002, k| 8001300,

1.  Den givnahomogena ekvationens allméannaldsning &r:
y = Ax+ B cosx, d&r A och B & konstanter.

En Wronskimatristill ekvationen &r

& X cosx 0

W= . I

1 —sinx g

Ansatsy = A(X) X + B(X) cos xi den inhomogena ekvatl onen ger villkoret
eA (X) 0 & 0 0

B'(X) o §c05x+ XsSinX g

varav
2A(X) 0 0 ae—lnx —COS X oee 0 9
gB(x)g gcosx+xsmx5_D§ X  BCOSX+XSNXg

dér D=—xsin x—cos x. Detta ger
A'(X) =cosx, B (X) =—x,
vilket & uppfyllt for A(X) = sin x och B(x) = —x2/2. Allmén |6sning till den inhomoge-
naekvationen: y=xsinx—(x2cosx)/2+ Ax+ Bcosx.
Begynnelsevillkoren y(0) = y'(0) = O ger sedan
Svar: y=xsinx—(x2 cos x)/2.

2. Ekvationen kan skrivas X2y "+ x-2y = 0 och &r en transformerad Bessel ekvation.
(Sattixey” +(a+2bx)y +[c+dx2S—b(l-a-r)xX+b2Zly=0,a=b=c=0,
d=1,s=-1, vilket ger p =-1/2.) Allmén lésning ar:

y= xU2Z;5(x1) = AVX Jyj2(UX) + BYX L1/2(1/%),
vilket ocksa kan skrivas (jmfr sid 234 i kursboken):
y = Aixsin (1/X) + Byx cos (1/X).

Eftersom lim xsin (1/xX) = 1 och x cos (1/X).saknar gransvarde dax ® ¥ sager
X® ¥

bivillkoren att A; =1 och B; = 0.
Svar: y=xsin (1/X).
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b. Eftersomg(X) & 2L-periodisk sa & des komplexafourierserie av typen

¥
g(X): é Ckeika/L,

k=—¥
L
dér2Lck—§g(x)e-'PkX“-dx ég(x)=0dalEf |x|£Lu=
L
1
§(1 x2) e"Pkx/L dx = ¢Sitt forkt 0, w = pk/L i integraleni 3a.l=
-1
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Slutligen for k= 0: 2Lcg = §(1 x2)dx—f dvs. cg = %
-1
v l —% coskfp+ %snlf_p, omk? O,
Svar: g(X)_ é Ckelka/L darck I (pk) ( k)
k=—¥ f % omk=0.

(Se (1) och (2) sidan 242.) Ekvationen &r av formen
[ry]” + [q+l ply=0,
medr =1,g=0ochp= >g3 och bivillkoren y(0) =y(1) =0,0£ X£ 1, & av
formen Y@ kY (@) =0y 0 b=k =l =Lk =ly=0.
ily(b) + 12y’ (b) =0
Problemet & altsd av Sturm-Liuovilletyp med viktsfunktion p = x3.
Motsvarande ortogonalitetsrelation & darmed

1
~ 0
frgU 8f(x)g(x)x3dx=0.
0
1
Specidltforf=1ochg=x+a:f~ gU §1(x+a)x3dx ouU
1 1 4 °
E+aZ:0U a:—g:S/ar

Metod I: (Laplacetransformering)
L aplacetransformering med avseende pat ger: N
x% (%, S) — (s20i(x, ) — sii(x, 0) —% (x, 0)) =

= xq}g (X, S) — (S2U(x, S) —X12) =0,

vilket leder till den linjara diff.ekv. av 1:a ordningen:

x WU _28=_1 ga sa enparameter.
X X2

Integrerande faktor & exp(-s2In x ) = x5°. Man f& den ekvivalenta ekvationen:



x2+ C,

I (220 = - x230 xp=_ 1L
‘HXN(X_ 0)=—x%=U x*0 2+2
Eftersom lim f(s) = 0 for alaLaplacetransformer f(s) sa masteC = 0 och
S® ¥

manfar Q= X2,

$2+2
Atertransformering ger u(x t) = 1 nX\Z/_Zt . Svar

V2

Metod I1: (Variabel separation)
Ansatsu(x, t) = X(X)-T(t) ger x X (X)-T(t) = X(X)- T () =00

X )>(<( )E)X) - TT(S) =k (konstant). u(x, 0) =0b T(0) = 0.

Villkoren T~ —=KT =0, T(0) = 0 & uppfylldafor T = Asin (V=) och
x X' —kX = 0 (separabel ekvation) har 6sningen X = BX. Funktionerna
u(x, t) = AxK sin (V= t) & alltsa|6sningar till den givna ekvationen och villkoret

u(x, 0) = 0. Sambandet %—ltj (x,0) = Xlz ar dessutom uppfyllt om
V=K A XK cos(\/—k t); =¢ = X2, dvsk = —2 och A = 1A/2, dvs

uex,t) = 1 sin\/_Zt.
V2 %
Funktionenf(z) = - Zzsin & analytisk for allaz utomi téljarens nollstallen.

Dessagesav: _

1-2sinz=0U z=p/6+ 2np resp. 5p/6 + 2np, dar n & ett godtyckligt heltal.
Allanodllstéllenadr enkla. Av dessa & det baraz = p/6 som ligger inom
enhetscirkeln. Residuumsaten ger da att den soktaintegralen =

2piRes . 2 __ =2pif 2 -opif 2 Y =
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b. Eftersomdiv F(r) = 0for alar ! 0saér, enligt divergenssatsen,

88F.fda=o0
00

a
for allarandytor till kroppar som inteinnehaler origo. Specidllt galler detta for

randytan till kroppen som ligger meflan enhetssféren C: 2 + y2 + z2 = 1 och
ellipsoiden i uppgiften. Alltsaar
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OF - Nda=00F Ada=er=" A=r, F-f =rr=r2= 13
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:§§F NdA= §§ dA = éArean av enhetssférenu = 4p : Svar
C C



