Lektion 7, Envariabelanalys den 28 oktober 1999

Visa att funktionerna y; = e"'* och yo = ™", déir r1 # ro, dr linjért oberoende.

Vi ska visa implikationen

ayr + by, =0 = a=b=0.

Alltsa ska vi undersoka vilka lésningar a och b som ekvationen
ay1 + by =0 (%)

kan ha. Om y; och ys uppfyller identiteten (x) sa uppfyller de dven identiteten
vi far om vi deriverar (x),

ay; + byh = 0.
Vi har alltsa att

ayr +bys =0
0

ay; +by2 =0 &
e {ayieryé =

Ekvationssystemet har bara den trivial l6sningen a = b = 0 om determinanten
av systemmatrisen ar skild fran 0,

rit rot
e e
— r2e(r1+r2)t _ Tle(rl-i—rg)t

rit rot
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= (rg — et £ 0,
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Alltsa har (%) endast den triviala 16sningen, d.v.s. vi har visat implikationen

ay; +bys =0 = a=b=0.

17.7.2 Finn den allménna lésningen till

y' =2y —3y=0.

Den karakteristiska ekvationen &r
r?—2r—3=0.

Kvadratkomplettering ger
(r—-1)*-1-3=0 &

r=3 och r=-1.

Alltsé ér {e3!, et} en bas for 16sningsrummet, och den allménna 16sningen kan
déarmed skrivas

y(t) = Ae¥ + Be ™,

diar A och B &r konstanter.

17.7.6 Finn den allménna l6sningen till

y//_2y/+y:0.

Den karakteristiska ekvationen &r
2 —2r4+1=0.
Kvadratkomplettering ger
(r—1)?—-1+1=0 & r=1 (dubbelrot).

Den allménna l6sningen &r

y(t) = (A+ Bt)e'.



17.7.10 Finn den allménna l6sningen till

y' — 4y +5y=0.

Den karakteristiska ekvationen &r
r? —4r +5=0.
Kvadratkomplettering ger
(r—2)%?—4+5=0 & r=24+i.
Den allménna l6sningen ar

y(t) = Ae?* cost + Be*' sint.

17.7.14 Los begynnelseviardesproblemet

Y’ +10y" + 25y =0,
y(1) =0,
y'(1) =2

Vi soker en 16sning till differentialekvationen som dessutom uppfyller de extra

villkoren i uppgiftstexten. Vi tar férst fram den allmédnna lésningen.
Den karakteristiska ekvationen &ar

r? +10r + 25 = 0.
Kvadratkomplettering ger
(r+5)* —254+25=0 & r=—5 (dubbelrot).
Den allménna l6sningen &r

y(t) = (At + B)e ™.

Vi ska nu anpassa A och B sa att begynnelsevirdena dr uppfyllda
0=y(1) = (A+B)e™",

d
2=19(1) = —((At+ B)e™™") = (—4A —5B)e5.
dt t=1
Vi far ekvationssystemet
A+ B =0 A =2¢°
=
4A+5B = —2¢° B = —2¢5.

Alltsa ar 16sningen

17.8.2 Finn den allménna lésningen till

y//+y,—2y:I.

Den allménna I6sningen &r summan av en partikuldrlosning och 16sningar till den

homogena ekvationen.

HOMOGEN LOSNINGAR

Den karakteristiska ekvationen &r
r’4+r—2=0.

Kvadratkomplettering ger

(r+1/2)?—-1/4—-2=0 N r=1 eller r=—2.

Alltsa ar den allménna I6sningen till den homogena ekvationen

yu(z) = Ae® + Be 2",



PARTIKULARLOSNING

Eftersom hogerledet &r ett forstagradspolynom ansédtter vi ett allmént
forstagradspolynom som partikulérlosning y-(z) = Cx + D.
Viénsterledet i differentialekvationen blir

Yl 4y — 2y = 0+ C — 2(Cz + D) = (—2C)z + (C — 2D).

Identifikation av koefficienter med hogerledet i differentialekvationen ger

—2¢ =1 C =-1/2,
C—-2D =0 D =-1/4.

En partikuldrlosning ar alltsa

i3

ALLMAN LOSNING

Den allménna l6sningen till differentialekvationen ar

(@) = yu (@) + yo(x) = Ae® + Be 2 — Lo —

P

17.8.8 Finn den allménna lésningen till

2z

y' Ay +dy=e”

HOMOGEN LOSNINGAR

Den karakteristiska ekvationen &r
r’ +4r+4=0.
Kvadratkomplettering ger
(r+2?2—-4+4=0 & r=—2 (dubbelrot).
Den allménna l16sningen till den homogena ekvationen ar

yu(z) = (Az + B)e 2",

PARTIKULARLOSNING

Eftersom hogerledet till differentialekvationen &r en 16sning till den homogena
ekvationen maste vi gora en ansats av typen

yp(z) = Cax™e 2%,

dar m viljs sd att 2™e 2" inte #r en losning till den homogena ekvationen. I

detta fall maste vi véilja m = 2. Vi ansétter alltsa
yp(x) = Cxe 2",
Vi far
Yl (r) = 2022 4+ 202%™ 2% (~2) = 2Ce™ **(z — %),
Y (x) = —4Ce 2% (x — %) + 2Ce 2 (1 — 2z) = 2Ce 2 (1 — 4z + 227%).
Vinsterledet av differentialekvationen blir
Yl 44yl + dyp = 20e 27 (1 — 4o + 222 + 4x — 4a® + 22%) = 2Ce™ %",

Identifikation med hogerledet i differentialekvationen ger att C' = 1/2. Alltsa &r
partikulédrlosningen

1,2 -2
yp(r) = 527 ",
ALLMAN LOSNING

Den allménna losningen till differentialekvationen ar

y(r) =yu(x) +yp(r) = (A+ Br + %CCQ)e_Qx.



17.8.10 Finn den allménna lésningen till

y' +2y +2y=e "sinz.

HOMOGEN LOSNINGAR
Den karakteristiska ekvationen &r
24+ 2r4+2=0.
Kvadratkomplettering ger
(r+1%-14+2=0 & r=—14i.
Den allménna l6sningen till den homogena ekvationen &ar
yu(x) = Ae”" cosx + Be " sinx.
PARTIKULARLOSNING
Vi ska ansétta en partikuldrlosning av typen
yp(z) = 2™e *(Ccosx + Dsinx),

dér heltalet m ska véljas sa att ingen av termerna &r en 16sning till den homogena
ekvationen. I detta fall kan vi inte vilja m = 0 utan maste vélja m = 1. Vi
ansétter alltsa

yp(z) = xe"*(C cosz + Dsinx).
Vi far att
yn(z) = e “cosz(C+ (—C + D)z) + e “sinz(D — (C + D)z),
yr(z) = e " cosz(—2Dx — 2C 4 2D) + e “sinz(2Cx — 2C — 2D).

Vansterledet i differentialekvationen blir
Y+ 2y, + 2yp = e ¥(2D cosx — 2C'sin z).

Identifikation med hogerledet ger att C = —1/2 och D = 0. Alltsa &r parti-
kulérlosningen

ALLMAN LOSNING

Den allménna losningen till differentialekvationen &r

y(x) =yu(x) + yp(r) = (A - %x)e_‘” cosz + Be T sinx.

17.8.12 Finn den allménna losningen till

T

v+ 2% +y=xe "

HOMOGEN LOSNINGAR
Den karakteristiska ekvationen &r
4+ 2r4+1=0.
Kvadratkomplettering ger
(r+1)2—-14+1=0 & r =—1 (dubbelrot).
Den allménna l6sningen till den homogena ekvationen &ar
yu(z) = (A+ Bx)e "
PARTIKULARLOSNING
Vi ska gora en ansats av typen
yp(x) = 2™e " (Cx + D),

dér heltalet m ska véljas sa att ingen av termerna &r en 16sning till den homogena
ekvationen. I detta fall maste vi vélja m = 2. Vi anséitter alltsa

yp(z) = e (Ca® + Da?).
Vi far att

e *(Ca® + (—=3C + D)z? — 2Dx),
yh(z) = e *(Ca® + (6C + D)a* + (6C — 4D)x + 2D).
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Vansterledet i differentialekvationen blir
ye+ 2y, +yp =€ " (6Cz + 2D).

Identifikation med hégerledet ger att C = 1/6 och D = 0. Alltsa &r partikulér-
16sningen

ALLMAN LOSNING

Den allménna I6sningen till differentialekvationen &r

Y(@) = yu(2) + yr(x) = (A+ Ba + ga’)e ™.

En massa m hinger i en fjdder och i
en dampare, med konstanter k respekti- x
ve c¢. Stall upp massans rorelseekvation och
bestdm massans rorelse da den utsétts for en
yttre periodisk kraft

F(t) = Fo cos(wit).

Newtons kraftlag ger oss rorelseekvationen
mi + ct + kx = —F(¢),

ddr x dr massans ldge pa den vertikala koordinataxeln (med lampligt val av
nolldge). Vi delar med m och infor nya omskalade koefficienter

i+ 200 4 wix = f(t).

Vi loser nu denna differentialekvation.

HOMOGEN LOSNING
Om vi antar att dimpningen ér liten (§ < wg) sa dr den homogena 16sningen
Ty(t) =e 0 (Acoswt + Bsinwt),

dir w = \Jwg — 62 kallas for egenvinkelfrekvensen.
Eftersom § > 0 kommer den homogen l6sningen ganska snabbt att avklinga och
do ut. Den homogena lésningen beskriver alltsa en transient, évergaende rorelse.

PARTIKULARLOSNING

Eftersom hogerledet dr f(t) = fo cos(wit) ansitter vi
xp(t) = Ccoswit + Dsinwit.

Efter en del réknande far vi att

xp(t) =

.fO 2 2 .
(=22 1 (20w (w§ — w?) coswit + 20wy sinwit

Detta uttryck kan vi med hjalp av formeln

a cosx + b sinx = /a2 + b2 cos(x + )

skriva om till

fo
V(wg —wi)? + (20w1)?

cos(wit + )

dér v &ar en fasforskjutning.

Beroende pa vilken vinkelhastighet w; som den yttre kraften har, varierar mass-
klumpens amplitud,

| fol
V(Wg —w?)? + (20w1)?

A(wr) =




Ritar vi upp ett diagram av amplitudens beroende av w; fas typiskt diagrammet

A(wr)

A

| fol /w3 1

» W1

Wmax

Amplituden antar ett maximalt virde vid den s.k. resonansfrekvensen wpa.x =

Vwg — 262,

Ett enkelt exempel pa ett bandpassfilter ar serie-

resonanskretsen till hoger. En inspénning ui, matas ~,
uppifran och nertill far vi en utspanning wu.
Bestdm hur utspanningens amplitud beror pa fre- R
kvensen av en inspénning som &r en sinusformad
vixelspanning.
L %
Vi infor en strém ¢ som genomldper kretsen och C
(|
41 = spédnningen Over resitorn R, I
us = spanningen Gver spolen L.
~v
Resistorn, spolen och kondensatorn uppfyller
sambanden
di du
up =R-1, wups=L— och i=C—.
! 7 dt
Ur dessa ekvationer far vi att
di d?u du
up=L— =LC— och wu; =Ri=RC—.
2T d? ! dt

Kirchoffs spinningslag ger att
Uiy, = U coswt = uy + us + u,
vilket betyder att u uppfyller differentialekvationen
LC i+ RC %+ u = G coswt.

Vi vet fran mekanikexemplet att den homogena l3sningen representerar en tran-
sient spdnning som kommer snabbt att avklinga. For att bestamma partikulér-
l6sningen ansétter vi

up(t) = Acoswt + Bsinwt.

Efter en hel del rakningar far vi att

o(0) = : L 7 st
up(t) LC((LCW2)2+(];)2> <(LC w)coswt—i— sinwt
= - L - cos(wt + 7).
ey (g -+) + (5)
Utspénningens amplitud &r alltsa
il Alw)

Alw) =

1 2 R 2
oy (ze =) +(z)
\/ e “) "1
Om vi plottar amplitudens beroende av w
far vi diagrammet till hoger. |4 1
Notera att det huvudsakligen &r fre-
kvenser kring wy som forstdrks me-

dan andra frekvenser ddmpas. Detta ar

forklaringen till namnet bandpassfilter. ; W
Wo
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