
Inverssubstitution

Antag att x = g(u) är deriverbar och strängt monoton
p̊a [α, β] och att f är kontinuerlig p̊a [a, b]. D̊a är∫ b

a

f(x) dx = {x = g(u); dx = g′(u) du}

=
∫ β

α

f
(
g(u)

)
g′(u) du.

där

a = g(α) ⇔ α = g−1(a)

b = g(β) ⇔ β = g−1(b)

Trigonometriska substitutioner

Integral Substitution∫
R(
√
a2 − x2, x) dx x = a sin θ∫

R(
√
a2 + x2, x) dx x = a tan θ∫

R(
√
x2 − a2, x) dx x =

a

cos θ

där R är en rationell funktion.

Partialbr̊akuppdelning

Betrakta det rationella uttrycket

P (x)
(x− α1)m1 · · · (x− αi)mi(x2 + β1x+ γ1)n1 · · · (x2 + βjx+ γj)nj

,

där täljarens grad är mindre än nämnarens grad.
Detta rationella uttryck kan skrivas som en summa av

termer med utseendet:

• Till varje faktor av typen (x− α)m svarar termerna

A1

(x− α)m
+

A2

(x− α)m−1
+ · · ·+ Am

(x− α)1
.

• Till varje faktor av typen (x2−βx+γ)n svarar termerna

B1x+ C1

(x2 + βx+ γ)n
+ · · ·+ Bnx+ Cn

(x2 + βx+ γ)1
.



Handp̊aläggning

Om nämnaren till ett rationellt uttryck best̊ar av enkla fak-
torer, d̊a har partialbr̊akuppdelningen utseendet

1
(x− α1) · · · (x− αn)

=
A1

x− α1
+ · · ·+ An

x− αn
.

Koefficienten A1 kan d̊a bestämmas genom att täcka över
den faktor som svarar mot A1 i vänsterledet och ersätta x
med α1,

A1 =
1

(α1 − α2) · · · (α1 − αn)
.

P̊a samma sätt kan vi bestämma de andra koefficienterna,

A2 =
1

(α2 − α1) · · · (α2 − αn)
,

...

An =
1

(αn − α1)(αn − α2) · · ·
.

Rationella integrander

Integralen av en rationell funktion kan skrivas i formen∫
P (x)
Q(x)

dx,

där P och Q är polynom.

Arbetsg̊ang

1. Om gradP ≥ gradQ kan vi med polynomdivision
förenkla integranden till

P (x)
Q(x)

= P1(x) +
P2(x)
Q(x)

,

där gradP2 < gradQ.

2. Faktorisera nämnarpolynomet Q(x),

Q(x) = (x− α1)m1 · · · (x− αi)mi

· (x2 − β1x+ γ1)n1 · · · (x2 − βjx+ γj)nj .

3. Partialbr̊akuppdela uttrycket P2(x)/Q(x). Detta redu-
cerar problemet till en summa av integraler av typen∫

A

(x− α)m
dx och

∫
Bx+ C

(x2 + βx+ γ)n
dx
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