Avsnitt 3, Differentialkalkyl I

303b Berikna derivatan av 7(t) = (arcsint, /).

Uttrycket
r(t) = (arcsint, vt)

beskriver en parameterkurva i planet. Dess derivata 7(t) 4r kurvans tangentrikt-
ning i punkten r = r(t).

Vi far derivatan genom att derivera r(t) komponentvis,

7(t) = (% arcsint, %\/Z) = (\/1%_#, 2%/%)

304 Funktionen 7(t) = (sint,cost,cos2t), 0 <t < %ﬂ', beskriver en partikels rorelse,
dar t betecknar tiden. I vilken punkt &r partikelns fart storst?

Farten v(t) dr beloppet av partikelns hastighet,

o(t) =[]

Farten ar alltsa bara ett matt pa hur stor hastigheten &r, medan hastighetsvektorn
dessutom anger i vilken riktning rorelsen sker. Partikelns hastighet ar

r(t) = %(Sint,cost,cos 2t) = (Cost7 —sint, —2sin 2t)

och partikelns fart blir
v(t) = ||#(t)]| = /(cost)? + (—sint)2 4 (—2sin 2t)2

= \/c052t+sin2t—|—4sin22t: \/1+4sin22t.

Vi ska nu bestdmma vid vilken tidpunkt farten &r som storst, d.v.s. 16sa proble-
met:

Maximera v(t) = V/1+4sin®2¢, nir 0 <¢ < i,

Har ser vi direkt att farten blir storst nar sin 2¢ = £1. Eftersom 0 < ¢ < %w sker
detta endast nar t = iT(. Vi denna tidpunkt befinner sig partikeln i punkten

r(3) = (sin §,cos T cos 5) = (T3, 75,0).

\
4

fart = /5



305 Bestdm tangenten till kurvan r(t) = (¢3 — 2,12, %)

a)
b)

i punkten (0,1, 1),
i punkten (0,0,0).

For att bestimma tangentlinjen behéver vi en punkt r¢ pa linjen och linjens
riktning v. Tangentlinjen kan da skrivas i parameterformen

Ttang($) = To + sv.

Som punkt pa linjen viljer vi tangeringspunkten ro = (0,1,1). Eftersom
vi soker tangentlinjen &r linjens riktning lika med kurvans riktningsvektor
i tangeringspunkten

v = ’i‘(t(]),
dér ¢y dr parameterviirdet som svarar mot punkten (0,1,1), d.v.s. to = 1.
Vi far
v=rmr(l)= (3> —2t,2t,2t)] =(1,2,2).
t=1

Den sokta tangentlinjen dr alltsa

Tang(s) = (0,1,1) + s (1,2,2).

Vi viljer tangeringspunkten som punkt pa linjen 7o = (0,0,0). Linjens
riktning ar lika med kurvans riktning i tangeringspunkten,

v = (0),
déir t = 0 svara mot punkten (0,0,0). Alltsa,

v =7(0) = (3t2 — 2t,2t, 2t)‘ = (0,0,0).
t

Att kurvan har nollvektorn som riktningsvektor betyder att parameterkur-
van &r singulédr i punkten.

Detta beror pa att kurvan (eller snarare parametriseringen) saktar ner och
passerar punkten med fart noll. Foér att &nda fa en uppfattning av kurvans
riktning i punkten kan vi normalisera riktningsvektorn

7(t)

O = Tl

och bara betrakta hur riktningens enhetsvektor upptréader nér ¢ — 0.

Det kan vara sa att efter passagen fortséitter kurvan i en annan riktning.

e(0T)

Da kan vi givetvis inte tala om nagon tangentriktning till kurvan; kurvan
har en s.k. spets i punkten.

Men om det &r sa att kurvan fortsétter i samma riktning efter passagen, da
ar det meningsfullt att tala om en riktning hos kurvan i punkten.

e(07) e(0™)

Kurvans riktning ges alltsa av
(T
Jim )
=0 [[7(t)]]
om gransvardet existerar. Vi har att

. (3t% —2t,2t,2t) i (3t2 — 2t,2t, 2t)
lim = lim
=0 ||(3t2 — 2¢,2t,2t)|| =0 (/(3t2 — 2)2 + (2t)2 + (2t)2
, t(3t —2,2,2)
= 1m
t=0 [t /(3t —2)2 + 4 + 4

Detta gransvirde existerar inte eftersom vénster- och hogergriansvirdena



ar olika (kom ihag: [¢| = —t nér ¢ < 0 och [t| = +¢ nédr ¢ > 0),

, (3t —2,2,2)

lim =—(-1, L L
t=0- —t/(3t —2)2 +4+4 (-7 7 %)
- t(3t-2,2,2) (CL 11
0+ 11 /(3t —2)2 1414 V3IVBIVB

Svaret dr alltsa att det inte finns nagon tangentlinje.

3
310a Sok gransvérdet lim ¥ ty .
(z,y)—(0,0) T+ Y

For att gransvirdet ska existera maste grinsvirdesuttrycket ndrma sig ett och
samma virde oavsett hur vi later (z,y) — (0,0).
Ett forsta test kan dérfor vara att lata (x, y) ndrma sig origo lings en rit linje.
Y

A~

(z,y)

En rét linje genom origo kan allmént skrivas i parameterformen

(z,y) =t(a,b)
dér (a, b) dr riktningsvektorn for linjen och ¢ = 0 svarar mot origo. Nér vi ndrmar
oss origo ldngs denna linje blir gransvérdet

3 3 3,13
im 7(6”5) + (b1) — im0 o
t—0  at+ bt t—0 a+b

(t parameter),

=0.

Eftersom detta grinsvirde dr oberoende av a och b spelar det ingen roll i vilken
riktning vi ndrmar oss origo. Detta betyder inte att griansvirdet maste existera
(se 6vning 3.4 i Petermann IT) men om grinsviirdet existerar dr det lika med noll.

For att berdikna grinsvirdet ska vi skriva om grénsvirdet. Betraktar vi i
gransvirdeskvoten

23 + 43

T+y
y som en konstant, sa ser vi att ndmnaren har ett nollstélle i * = —y och att
téljaren ocksa har en rot i = —y. Faktorsatsen ger da att « + y ar en faktor i

téljarpolynomet,
3 3 _ 2
z®+y° = (z+y)(z*+ Az + B).

Den andra faktorn i hogerledet far vi med en polynomdivision.

2® —xy +y?
3 +y3 T4y
a3 +x2y
Ay
— 22y —ay?
ry? + 93
22 + 43
0
Alltsa ar
23+ 3 — 2 — oy + o2
r+vy

Notera att hogerledet &r ett enkelt polynomuttryck som vi enkelt kan rékna ut
gransvérdet for,

z? +y3 = lim (x2 —zy + 2) = lim 2°— lim zy+ lim
ey—0 T4y  wy—0 yry) =, y—0 z,y—0 4 z,y—0 y
=0-0+0=0.



r+vy

310c Sok gransvirdet lim ———.
(@.9)—(0,0) 2 + xy + y2

Vi bérjar med att undersoka griansvirdet nér vi later (z, y) ndrmar sig origo lings
en rit linje.

En allmén linje genom origo kan i parameterform skrivas som (z,y) =t (a, b).
Né&r punkten ndrmar sig origo langs denna linje blir gréansvirdet

I at + bt
im
t—0 (at)? + at - bt + (bt)?
. 1 a-+b 0, oma+b=0,
=lm-+ 5——F— =
t—0t a?+ ab—+ b2 divergent, annars.

Alltsa existerar inte gransvérdet.

1
310e Sok grinsvirdet  lim  (z° +¢°) sin —.
(=,y)—(0,0) Ty

Som ett forsta test later vi (z,y) — (0,0) ldngs en rit linje. En parametrisering
av en linje genom origo &r i formen (z,y) =t (a,b). Griansvirdet blir da

1
: 2 2\ N s (2 1 12) w _
7}1_r)r(1)((at) + (bt)?) sin = lim#* - (a” 4 %) sin 0.

1
at - bt abt?

Gréansvirdet dr alltsa oberoende av a och b, d.v.s. oberoende av i vilken rikt-
ning punkten nérmar sig origo. Precis som sagts tidigare innebér inte detta att
gransvirdet existerar. Testet kan bara anvéndas for att sortera bort griansvirden
som inte existerar.

I gransvardesuttrycket ser vi att sinusfaktorn uppfyller

1
—1<sin— < +1
Ty

sa hela uttrycket uppfyller
—(332+y2) < (x2+y2) Siné < <x2+y2)

och eftersom bade viinster- och hégerledet gar mot noll da (z,y) — (0,0), gar
dven mittenledet mot noll enligt insténgningsprincipen. Alltsa dr

1
lim 2% 4+ y?) sin — = 0.
(xvy)—>(0,0)( v Ty

415 Bestdm gradienten till funktionen
a) z = z?y® — 222y,

b)  z =arctan g, x #0.
x

Gradienten till en funktion z = z(z,y) &r vektorn

(523

Nir vi beriiknar partialderivatan 2% betraktar vi y som en konstant och derive-

ox
rar z med avseende pa x,

0z 0, 5 4

= == —222y) = 2z9° — 4
a) 5o = g (@ = 20%y) = 2wy° — duy,

dz 0 Yy 1 Y\ _ Y
b) axfaxamtanif .<7x2)77x2+y2'

2
1+ (%)
x
Partialderivatan g—z berdknar vi pa motsvarande sétt. Vi betraktar x som en
konstant och deriverar med avseende pa v,

0 0
a) 5‘_Z = a—y(x2y3 —22%y) = 2% - 3y* — 222 - 1 = 322y — 222,



0z 0 Y 1 1 T
= —arctan= = ———

a9, 2 2 2"
dy Oy x 1+<g) r x4y
T

Gradientvektorn ar alltsa

a) (2xy3 — 4xy, 3x%y? — 2x2),

—y T
D) ()
) 1’2+y2 x2+y2

416 Bestam partialderivatorna av forsta och andra ordningen till
a) z = 2zy® — x°y,
b) z:arcsing, dér z < 0, 22 # 92,

x

c) z=uze".

Funktionen z = z(x,y) har tva partialderivator av férsta ordningen

0z h 0z

— och —.

ox dy
Dessa tva derivator far vi fram genom att betrakta y som en konstant och de-
rivera z med avseende pa x i det forsta fallet, och ha x som en konstant och
derivera z med avseende pa y i det andra fallet.

0z 0 9 2\ o2
a) %7%(2:@ - y)ny — 2zy,
0z

0
— =~ (2zy? —2%y) =22 -2y — 2% - 1 = day — 22,
o9 ay( y y) y y

Oox Ox x 1— (y/z)? z? 22 1 o m Y2
|z|
_ Y
o2 yz’
0z 0 R, 1 1 1 1
9y — By 2resin = == 1 =T
Y Y v 17(y/x)2 r x~ﬂ\/x2—y2 ==y
T
Notera att vi far |x| = —x eftersom = < 0 enligt uppgiftstexten.
0 0
c) a_i = gp@e) = 1€+ ey = (1+ay)e”,
0z = _—(ze™) =ze™  z =z’
Oy Oy '

Andra ordningens partialderivator far vi genom att derivera forstaderivatorerna
ytterligare en gang,

00 00 90 00
Ox 0z’ Oydx’ Oxdy Oy Oy’
Man brukar skriva dessa derivator som
02z 0%z 02z 02z
-~ ——, ——— och ——.
0x2’ 0Oydx’ 0Oz dy Oy?

Innan vi sétter igang och deriverar noterar vi att eftersom uttrycken i uppgift-
stexten dr elementéra uttryck (uppbyggda av elementéra funktioner) sa &r and-
raderivatorerna kontinuerliga och da dr blandderivatorna lika,

0?2z 0%z
0rdy Oyox’
Vi far nu att
0z 0 0z 0 9
0%z 0%z a0z 0
= = =" = (2% — 2zy) =4y — 2
Oxdy Oydxr Oydxr Oy ( vy) =4y -2z,

0%z 0 0z 0

- = — = — — 2 =
92 " aydy oy (4xy T ) 4z,



0%z 0 0z 0 y

- 417 Beridkna i punkten (1, iw) partialderivatorna av forsta ordningen av

0x%  Ordr Org\/s> =y a)  flo,y) =@ +y?),
1
I S S LA b)  f(x,y) =Intan ¥,
w2 22w (a2 _y2)3/2
Y B y _y(@® —y?) +ya?
- 3/2 3/2
r2\/x? —y? (m2 - y2) / x2 ($2 - yz) / Vi berdknar partialderivatorna och stoppar sedan in z =1 och y = iw.
y(22° —y*) of B, 1 2
T T 242 2)3/20 = (1,in) = —(2* +4? = =
a?(x? — y?)3/ ) g (Lam) = g, (v ey s T T 16
0%z 0%z 00z 0 Y of 3] 1 /2
= — 0 — = — ¥ 711 :71 2 2 :7.2 - —_ .
Oz dy Oy Oz Oy Ox NG — 2 8y( 347T) By H(SC +y ) Z;zjr/4 z2 + 12 Y z:;/‘l 1+7T2/16
loaya?— 2 —y o——2(—2y) b afl1 _81 ZJ‘ _ 1 y
(1. 7)) = —Intan Z . tan 2
) T T T P b PR
(/2% 47)" 1 '
1 2,2 2 = v (1 + tan® Q) : (_%) =1
L) o) tan? o\l
VAt -y -~ x x
- 2( 2 _ 42 T (22 _ 42)3/2° Y
2% (2% — y?) (x% —y?) - y(1 + tan? E) T (14tan?T)
8—2223%:2_71 B thang 1 N 12 . tan T
oy OyOy Oy /22 — 2 T y=w/4
1 _ — _M S
:_42.(_2@:73/7 12.1 27
(x2 — y2)3/2 9 213/2
(22 —9?) af . . 9 y d vy
—(1,171') =_—Intan=| = = g oo tan— |
Ay Ay Phems tan= ¥ Tl
2 Y
) y 1 1+tan E
= y-(l—l—tan —)-EL = 7
%z _00:_ 0, . —_ oy tan v atan s e
52 = dw g = a1 T ICY) = () ey l4tan?g 141
T = = :2_
= y(2+zy)e™, l-tanT — 1-1

0%z 0%z 90z 0
- 2% _9(n @y
Jrdy Oyodx Oydxr Oy <( +ay)e )
=z e+ (14+ay)- er =x(2+ xy)e™,

02 0 0z 0
= = (J:Qemy) = 22e™ . g = 23",

a2 Oydy 9y




419a Lat f vara en deriverbar funktion av en variabel. Visa att
2.1 2
T2, — xY zy y* =0

e Y
=2 4 .
dz=o- f(zy)

Med beteckningarna i uppgiften menar man

z’:% och z’:az

* Oz Yooy
Nér vi beriiknar z!, deriverar vi

_ ¥
ZfaJrf(xy)

med avseende pa z och betraktar y som en konstant,

2= 22 e >) %-(—;w%(ﬂw))

= { Kedjeregeln } = —I—f( ) 0 (373/) 3 3.2

+yf' (xy).
Pa motsvarande sitt deriverar vi med avseende pa y och ser x som en konstant
for att fa

2

, 0y 2y 0
%= 5, (5 H 1) = 5 + 5, ()

2 0 2
=5 ) gy = S af ).

Nu far vi att

2
y 2y
22, —ay s+ ot = (s +uf (ay)) — oy (52 +af (o)) + o
= =3y + 2%y f (wy) = 3° — 2y f'(ay) + 47
= (~5— 5+ 1)y’ + @y —2%y)f(zy) =0,

vilket visar likheten i uppgiftstexten.

419c Lat f vara en deriverbar funktion av en variabel. Visa att
x 2 + 2y z/y =nz

da z = :E"f(y/xQ).

Med 2z = x”f(y/xQ) far vi att

e 0,
Ry = o9r 67( fly/2* ))
= D@ sy +an (/)

— mnflf(y/x )+ f (y/a?) - 9 (ﬂ)

Ox \x2
= 0" /o) + ()% - (-2
=na"" ' f(y/2?) — ta" Py f(y/a?),

/ % 6(”f(y/ac ) = a%(ﬂy/x?))

=) 5 (5) = wle) - S =R ),

De bada leden i likheten i uppgiftstexten blir

VL =z 2, +2yz, = x(na" " fy/a?) — 22" Py f (y/2?)) + 2y - 2" 2 f (y/a?)
= na" f(y/2?) + (—22" 2y + 22" 2y) f' (y/2?) = na" f (y/2?),
HL = nz = nz" f(y/x?).

Alltsa ar vL = HL och likheten &r uppfylld.



420 Verifiera att funktionen z definierad genom z(x,y) = f(%) satisfierar diffe-
€T Y

9%z 0z

) : 423 Visa att z = —e~* /% satisfierar 5= o
rentialekvationen Y oxr dy
0z 2 2 0z .
2371/@‘“3/ - )8_31_0’
Genom att derivera far vi att
da f ar en godtycklig deriverbar funktion av en variabel.
9z _ E(Le—zw) _ L ety 3(_96_2)
ox  dx\/y NG oz \ 4y
; — Le—w2/4y, (_2_35) T
Vi har att NG 4y 2y3/2 )
0z 0 x ) 0% 09z 0 x 2
- () = {Ked 1 e _ 27 _ 2 (_ fr/4y)
Ox  Ox f(x2 + y2) {Kedjeregeln } 0xz?2  OJdxox Oz ( 2¢y3/2 ¢
_ f' ( ) . 2( z ) _ 0 T 71’2/474 T 0 712/4y
22 +y2/) Or\z?+y? 77%(23/3/2)‘6 2y3/2 -%(e )
_f< )_1~($2+y2)—w-(2x+0) _ 1 —a? /4y T _12/41/6 x?
x? + y (2 +y?)? R T2 ox (_@>
_ TPty z b ey T et /4y (_2_33)
- (a:2+y2)2 f z2 4 12 ’ - 2y3/2 2y3/2 4y
9z 0 x  (Kedi | _ (_L_i) o= /4y
oy @f(m) = { Kedjeregeln } 23/2  4yy5/2
S~ ).2( “ ) %_Q(Le—my)
22 +y2/) Oy \x? + g2 dy  Iy\\Jy
X —X 0 1 2 1 0 2
:f/< ) +y :_(_) —x* /4y =Yt /4y
22+ y2) (@2 yz)2 8y( %) oy \ i € + \/ﬂ By (e )
2zy 2
- (=) R A
2 2 2 = _ _
(*T +y?) z? +y? 2y3/2 € 0 \/y oy \ 4y
Differentialekvationen blir da __ 1 e~ /Ay 4 RS et/ x_
2y3/2 \/y 4y2
2my 92+ (0 ) gt =2y () L2
Oz dy (22 +92)27 \22 142 = (_ N — 4y5/3) /4y
2y
2 2
+(y -z )( (22 + 42 )2f<m2+y )) och da ser vi direkt att
2xy(—x2+y)_ny(—gg2+y))f,( z ):0 &_%
(22 +y?)? (22 4+ y?)? z? +y? ox2 Ay’



2 2

426 Lt = (a* —y*) arctan 4 zyIn(a? + 7). Berdkna % * g_y;
Vi far att

0z 0

dr Oz

0

2 2 Y 2 2 9 Y
= — - - arctan = - - —— arctan —
835( y7) - ar ner(a: v) ox g nac

9 2, 2 9 2 | 2
+8x(9:y) In(z* + y*) + zy &Cln(x +°)

g (ﬂcy ln(gc2 + y2)>

((ﬂc2 — y?) arctan %) + P

Y 2 2 1 3<y>
— 99 . arctan 2 2y - Y (Y
T arcanw+(x y) 1+ (y/2)2 0z \z
0
In(z2? 2 - Y2 2
+y-In(z” +y°) + 2y e ERCERE )
@ ()
:2 . t — — |l ==
Z - arc anx—i—(x y)l—i—(y/x)? =
ry
n 2-2x
Y

+y~ln(x2 —|—y2) + o

222y
.132 + y2

2, .3
:2xarctang—w
$2+y2

2 2
— oparctan ¥ 4 & TV
T .’E2 + y2

—I—y-ln(ac2 +y2) +

+ yln(ar;2 + y2)

— 2z arctan 2 +y +yln(x? +y?),
X

022 Oz

0
= £(2m) - arctan % + 2z -

+0+y-

0%z 0 (

vy, 90 .9 2., .2
2x arctan )—1— 8xy+ 5 (yln(m +y ))

X

9 Y
— arctan —
T

Ox
9 5 2
2+ 32 8x(x +y)
9 ry Yy
.8x<m)+x2+y2

2zy
xr2 + y2

1
:2~arctany+2x'4 - 2x

x 1+ (y/z)?

= 2arctan 2z

+

1 Yy
1+ (y/x)? (7?) Alltsa éir
2xy

a2 42

2zy
22 + y2

= 2arctan

= 2arctan

Ble 8le R|w

o
Oy?

0z - 0 2 9 Y 0 9 5
dy Oy ((3: y?) arctan m) + Ay (xyln(x ty ))
L0 oy s D v
= (z* — y®) - arctan . + (2 —y?) By arctan .
9 2 2 9 2 2
+ By (wy) - In(z” +y~) + 2y By In(z® + y)

= —2y - arctan ¥ + (2% —9?)
x

+a-In(2? + %) + 2y - %4—3/2 ’ a%(ff? +y°)
= -2y arctan% + (2? — y2)—1 n (ZlJ/x)Q : %

+ zln(z? 4+ 9%) — xinfy? -2y
=2y arctan% - %_yy;) +zIn(z? +42) — %
=2y arctan% - %—F;j) +z1n(z? + 4?)

= —2yarctan LA zIn(z? +y?),
x

_9/(_ AR 9 2,02
= 8y( 2yarctanx) + ay( x) + ay (zIn(z? + 7))
0

Y 0 Y
= —(—2y) - arctan = — 2y - — arctan =
y( y) - arc y ” rc

D a4y

0 N
+0+z 212 By

Y 1 0 [y x
:anrctan572y~W.afy(;)+m.
1 1
yl—l—(y/x)Q '54—
2xy 2xy
x? + y? +x2+y2

2xy
22 + y2

= —2arctan y_ 2
T

= —2arctan y_ = —2arctan y.
T T

82
+ ez 2 arctan y_ 2 arctan ¥_ 0.
T x

oy

-
0z?

2y



430 Visa att funktionen f(z,y) = cos(z—y)-cosh(z+y) satisfierar differentialekvationen

P | 9
507 T a7 =0

Eftersom
T —x x _ ,—x
D coshz =D & te ¢ = sinh z,
2 2
D sinhx =D € _26 = ¢ +26 = cosh z,

sa far vi att

of 0 0
92 = on cos(x — y) - cosh(z + y) + cos(z — y) - E cosh(z + )
= —sin(z — y) - cosh(z + y) + cos(x — y) - sinh(x + y),
o f 0 . . 0
2= 5a sin(x — y) - cosh(xz + y) — sin(z — y) - p cosh(z + y)
0 . a9 .
+ p cos(x — y) - sinh(x + y) + cos(z — y) - p sinh(z + )
= —cos(z — y) - cosh(z + y) — sin(x — y) - sinh(z + y)
—sin(x — y) - sinh(x + y) + cos(z — y) - cosh(z + y)
= —2sin(z — y) - sinh(z + y),
of 0 0
%~ oy cos(z — y) - cosh(x + y) + cos(z — y) 9y cosh(z + y)
= —sin(z —y) - (=1) - cosh(z + y) + cos(z — y) - sinh(z + y)
= sin(x — y) - cosh(z + y) + cos(x — y) - sinh(z + y),
*f _ 9 : 0
922 ~ 3y sin(z — y) - cosh(z + y) + sin(x — y) - ay cosh(z + y)

+ % cos(z — y) - sinh(z + y) + cos(x — y) - (% sinh(z + y)
= cos(z —y) - (1) - cosh(z + y) + sin(z — y) - sinh(z + y)

—sin(z — y) - (1) - sinh(x + y) + cos(z — y) - cosh(z + y)
= 2sin(x — y) - sinh(z + y).

Dérmed ar

2 2
’r 0

a2 T oy —2sin(x — y) sinh(z 4+ y) + 2sin(z — y) sinh(z + y) = 0.
x

433 Lat f vara en tva génger deriverbar funktion av typen R — R. Sitt z(z,y) =

1_n

zf(x + 2y). Visa att 25, — 24y + 724y = 0.

Vi far att
, 0z
%z = or

—f(w+2y)+x '+ 2) 2
= f o) el ) 1,

2
,, 0%z

So= 02 = D (fa o)+ (o )

= L i) =1 S 2) b oS 2)

(x + 2y)

0
-%f’(x+2y)

0

:f'(x—|—2y)-%(x+2y)+1-f’(a:+2y)+x

=fllx+2y) - 14+ f(z+2y) +x- f'(x+2y)-
=2f"(x +2y) +xf"(z + 2y),

0%z 0
1
= — = +2y) +
“ay Oy Ox ayf(x v)

o 0
= P+ 2) - o) baf (et 2)- o
= 2f(x + 2y) + 2z f" (x + 2y),

, 0z

0
zy = i a—y(xf(x—i—Zy))

:xf’(x+2y)-§y(m+2y) =2z f'(z + 2y),

0
oy (xf’(x + QZJ))

(x + 2y)



0%z 0

=205+ 20) 5 (o +20) = dof" (o + 2)
Alltsa ar

2l = 2oy + 1oy
=2f"(z +2y) +af’ (v +2y) — 2f'(z + 2y)
=2z f"(z +2y) + xf" (x + 2y)

=(2-2)f'(x+2y) + (x — 22 +z)f"(x + 2y) = 0.

439 Bestdm riktningsderivatan av funktionen f(z,y, z) = x arctan L punkten (1,2, 2)
z

i riktning mot origo.

Riktningsderivatan av en differentierbar funktion f i en viss riktning e ges av

f(la(m?yvz) =Vf(x,y,z) "€, (*)

diar Vf dr gradienten till f och e &r enhetsvektor.

Eftersom f &r uppbyggd av elementdra funktioner och definierad i punk-
ten (1,2,2) ar f differentierbar i punkten.

I vart fall ska vi vilja e som riktningen hos vektorn fran P = (1,2,2) till
origo O = (0,0,0), d.v.s.

,_ PO _ (0-1,0-20-2)
IPO|  [I(0-1,0-2,0-2)]

_ (-1,-2,-2) ///(17272)
VO 2 |
(-1,-2,-2)

33

Wl

= 3 :(_

Gradienten till f ar

dér partialderivatorna ar

% = 5% (33 arctan g) = arctan %,
%:%(xﬂd&tﬂ%)zx'ﬁ(y)z'%(g)
z
B T 1 =z
_1+(%)2'; Y2+ 2%
%:a—(xarctan—)—x 1+Eg>2'%<%>
z

Vi har alltsa att

B y o xz xy
Vi(x,y z)= (arctan v s Rya 22)

och speciellt

2 1.2 1.2 L
Vf(1,2,2)= (arctani, SERTEiEY +22) = (im 1,-1).

Riktningsderivatan i punkten (1,2, 2) i riktningen e = (—%, —%, —%) blir dérmed

fé(1’2’2) = Vf(172a2) €= (iﬂv %>_i

=g (=3) i (55) +(=3) - (55) = o



440 LAt z(z,y) = 3arctane®* ¥ — 10In(2 + 2?y). Berdkna riktningsderivatan av z
i P =(3,2) i riktning mot @ = (11, —4).

Funktionen z(z,y) har i punkten P = (3,2) och riktningen PQ =
2) = (8, —6) derivatan

(11—3,—4—

20(3,2) = Vz(3,2) e

om z &r differentierbar i (3,2).

Eftersom z ar uppbyggd av elementéra funktioner och definierad i punkten P
ar z differentierbar dar.

Vektorn e &r enhetsvektorn i @—riktningen, d.v.s.

_ Pd (8, 6)
PG| &+ = Vi

Gradienten Vz har komponenterna

(8,-6) = (5. —3)-

82 _ a 2x—3y a 2
B = %(3 arctane ) ~ 9 (10111(2 + y))
— 9 2x—3y 9 21 3y 9 2 9 2
78—<3arctane )'830 ET (101n(2+m y))~%(2+x Y)
1
= %,26%73117 02 Qxy
1+ (62m—3y) 2+ x4y
- 6 e2v 3y 20zy
S Lteteby 24 g2y’
0z 0 20—3y 0 2
6_y = 8y (3 arctan e ) 9y (101n(2 +z y))
— 9 2z—3y 9 29: 3y 2
=3 (3 arctane )'8y (10111(2"‘37 y))
1
fr— 73 ) . (_36293731/) - 02 N 1'2
1+ (62x73y) 2+ %y
9273y 1022

1+eto=by 24 22y
I punkten P = (3,2) har dessa partialderivator virdet

2x—3y 2
%(372):(66 i Oxy)
ox 1+etr=6y 24 g2y
6e23-32 20-3-2 6 120

= - = - =3
14+e43-62 2432.2 141 20 ’

% 3,2) = (_ 9e2e 3y 1022 )

1+ele=6y 2422y

92332 10 - 32 B 9 90
N + ¢43-62 - - T 90

z=3
y=2

24+32.2° 141 20

Alltsa dr Vz(3,2) = (—3,—9) och vi far att riktningsderivatan &r
43.2) = V3.2 e = (-5.-9) - (1.-1)

= (-3 +(-9)- (-3) =

441 Bestim riktningsderivatan av funktionen f(x,y, z) = 2 +yz i punkten (1,1,1) i
riktning av vektorn v = %(1, 1,1).

Funktionen f har partialderivatorna

? = 62(9323’ +yx) =2ya® 1,

X X

g_.;;:agy<m2y+yz):5%( 2ylnT+yz) erlnx'21nx+Z
=22 . 2lnz + 2z,

0 0

3_225(332”92) =,

och de #r kontinuerliga i ndrheten av (z,y, z) = (1,1, 1) eftersom partialderivator-
na ir uppbyggda av elementéra funktioner och uttrycken ér definierade i (1,1, 1).
Funktionen f &r ddrmed differentierbar i punkten och riktningsderivatan ges av

/ _ of of of
£1,1,1) =VF(1,1,1) v (6 (11,1, 5 (1,1,1), 5 (1,1 1))
=(2-1-121, 12'1-21n1+1,1)-%(1,1,1)

:7(211) (1,1,1):%(2~1+1-1+1.1):%.



443 Bestdm derivatan av funktionen f given av f(z,y,2) = (xy)¥® i punkten A = 446 Lat f(xz,y) vara en differentierbar funktion och v = (a,b) samt s = (b, —a) tva

(1,2,3) i riktning mot B = (2,4, 5). enhetsvektorer. Visa att (f2)° + (f2)? = (f2)* + (f2)>.
Vi har att Eftersom f &ar differentierbar och v och s &r enhetsvektorer sa ar
% =yz2(xy)* "ty =y (xy) fo=Vf-v={f1,1,) (a,b) =af, +bf,,

fo=Vf-s=(fi.f;) - (b.—a) =bf, —af}.

Of _ 0 yein(ay) _ Lyztn(ey) 9
ZJ _ 2 Jyzln(zy) _ Jyzln(zy) | 1
oy oy °© ‘ Oy (v21n(wy) Vi far dérfor att
1
— 42( )2 2b// b2/2 b2 /2_2b// 20 p1\2
0z 0z = (@® +*)(f2)* + (a® + 0*)(f,)*.

Partialderivatorna &r uppbyggda av elementéra funktioner och de &r definierade i

. . ; - . . . L Eftersom v ar en enhetsvektor ar
punkten (1,2, 3) sa partialderivatorna &r kontinuerliga kring punkten och da &r f

differentierbar i punkten. |v||?> = a® +b* =1,
Riktningsderivatan av f i riktningen AB ges av
vilket ger att
Fan(1,2,3) = V£(1,2,3) 4B
(L2, 23) T (02 + U0 = (12 + ()2
af af af B-A
=(=(1,2,3),=—(1,2,3), =—(1,2,3) ) - ————
(50123 5,029, 520,2.3)) - =

=(22-3-(1-2)**71,(1-2)*%- (3In(1-2) + 3),
(2—-1,4—-2,5-3)
V-1 E -2+ (5-3)?

= (384,192In2 +192,128In2) - £(1,2,2)
(384-1+4(192In2+192) - 242 1281n2)

640
= (768 + 6401n.2) = 256 + — - In2.

(1-2)*?.2In(1-2)) -

1
3
1



Yy
x? + y?
men att %(O, 0) inte existerar om s = —=(1,1).

448 Om f(z,y) = och (z,y) # (0,0) samt f(0,0) = 0. Visa att f &r deriverbar,
1

Funktionen f dr deriverbar i origo om partialderivatorna

g—i(0,0) och %(0,0)
existerar. Eftersom f ar definierat av ett elementért uttryck som &ar odefinie-
rat i origo (varfér man givit en separat definition av f dir) sa foljer det inte
automatiskt att f &r deriverbar.
For att avgora om partialderivatorna existerar i origo undersoker vi derivatans
definition. Partialderivatan %(O, 0) &r definierad om grinsvirdet

g_i(()’o) _ }LE% f(O—i—h,O})L— £(0,0)
existerar. Vi har att
R0
ti LOLRQTOD i BLE im0 =0

Detta visar att %(O, 0) existerar och #r lika med 0 i origo. Pa motsvarande sétt
har vi att

0-h
AL
g(QO) = lim 10.0+h) = /(0.0) _ im PP pno=o
Jy h—0 h h—0 h )

existerar och dr lika med 0. Funktionen f &r alltsa deriverbar i origo.
Riktningsderivatan av f i origo i riktningem s = (s5,sy) = (%, —=) defineras

2
sSom

of o F(04 sk, 04+ s,h) — £0,0) . f(J575) — f(0,0)
—=(0,0) = lim = lim
0s h—0 h h—0

54

2 2 2

h\2/ h \2 -0 h4/2 -0
~ im (;6) (;@) ~ lim h2/2 + h2/2 ~ lim
T h—0 h B h T w0 2h

och eftersom detta grénsvérde inte existerar dr denna riktningsderivata inte de-
finierad.

601 Bestdm alla singulidra punkter pa parameterkurvan
a) @ =2t + 1%,

y=t—1t
b) z = cos 2t,

Yy = cost.

En parameterkurva har singulidra punkter dér
1. 7(¢) inte #r kontinuerlig, eller
2. 7(t) =0.

Eftersom bada parameterkurvorna ges av elementéira funktioner (polynom re-
spektive trigonometriska funktioner) sa existerar derivatan 7(t) dverallt och dr
kontinuerlig, och fall 1 intraffar inte. Vi behover alltsa bara undersoka fall 2.

a)  Riktningsvektorn 7(¢) &r nollvektorn da

24+2t=0
r(t) = (24 2t,1—2t) =
#(t) = (22,1 - 21) = (0,0) AP
Detta ekvationssystem saknar 16sning (forsta ekvationen ger t = —1 vil-

ket inte uppfyller den andra ekvationen) vilket betyder att kurvan saknar
singulara punkter.

b)  Riktningsvektorn (¢) lika med nollvektorn ger

sin2t =0

7(t) = (—2sin2t, —sint) = (0,0) & )
sint =0

2sintcost =0
sint =0

Vi har alltsa singulédra punkter nir ¢t = nw for nagot heltal. Dessa parame-
tervirden svarar mot punkterna

n udda: r(nw) = (cosnm,cos2nm) = (—1,1),

n jdimn: r(nw) = (cosnm,cos2nr) = (1,1).

Dérmed ér (1,1) och (—1,1) singuldra punkter pa kurvan.



614 Bestam ekvationen for tangentplanet till den hyperboliska paraboloiden z = z2 —
449? i punkten (1, -1, —3).

For att bestdmma tangentplanet behdver vi en punkt 7y i planet och planets
normalvektor 7.
Som punkt i planet véljer vi tangeringspunkten ro = (1, —1, —3). Genom att
skriva om paraboloidens ekvation som
z—x+ 4y =0
ser vi att paraboloiden #r O-nivaytan till funktionen

g(x,y,z) =Z—= x2 +4y2

Funktionen g:s O-nivayta har i punkten (1, —1, —3) normalvektorn

0 0 0
Vg(la _17 _3) = (a_i(L _1a _3)7 a_Z(la _17 _B)a a_i(la _17 _3))

= (—2z,8y,1)

o= (=2,-8,1).

z=-3

Denna normalvektor dr ocksa normalvektor till tangentplanet, s& vi sétter n =
(—2,—8,1). Tangentplanet har da ekvationen

n-(r—ry) =0 & (—-2,-8,1) - ((x,y,z)f(l,fl,*gv)) =0
& (—2,-8,1)- (z—1,y+1,24+3)=0
& —2(x—-1)—8(y+1)+(2+3)=0
PEN —2x -8y +z2=3.

615 Bestim ekvationen for tangentplanet till 2° —zyz+yz? — 2% = 01 punkten (1,1,1).

Vi behover en punkt ¢ i planet och en normalvektor n till planet for att
bestdmma planets ekvation.
Vi viiljer tangeringspunkten som punkt i planet o = (1,1,1). Om vi sétter

9(z,y,2) = 2® —ayz + yz* — 2

s& ser vi att ytan i uppgiftstexten dr O-nivaytan till g. I punkten (1,1,1) har
dérfor ytan normalvektorn

dg dg dg
Vg(1,1,1) = (3_9:(1’ 1,1), a—y(1, 1,1), 5(1,1,10

= (3:52 —yz, —xz 4 2%, —xy + 2yz — 322)

= (2,0,-2).

r=y=2=1
Vektorn (2,0,—2) dr #ven normalvektor till tangentplanet. Sitt déirfor n =
(2,0, —2). Tangentplanets ekvation blir alltsa
n-(r—rg)=0 & (2,0,-2) - ((z,y,2) — (1,1,1)) =0
& (2,0,-2) - (z—1,y—1,2—1)=0
& 2r-1)-2(:z-1)=0
& z—2z=0.

622 Visa att planet 2z + 2y — 3z = 2 tangerar ytan 2z° + 2y? — 322 = 4.

Tangeringspunkten tillhoér bade planet och ytan, och uppfyller darfor badas ek-
vationer

2x 42y — 3z =2, (1)
222 +2y? — 322 = 4. (2)



I tangeringspunkten ska dessutom planets normal (2,2, —3) vara parallell med
ytans normal som ges av

ﬁ 2 2 9.2 2 2 2 _ 9,2 _
(5o (22% + 257 =322 - 4), 5y (27 + 207 =327 — 1),
%(29:2 +2y? — 322 — 4)) = (4dz,4y — 62),

d.v.s. det ska finnas en skalidr « sa att

(2,2, -3) = (4z, 4y, —62),
eller utskrivet i komponenter
200 = 4z, (3)
200 = 4y, (4)
—3a = —62. (5)

Vi ska alltsa bestdmma alla punkter (z,y, z) som uppfyller ekvation (1) till (5).
Fran (3), (4) och (5) far vi att

=
N[—=

1 _ _
50, Yy=50, z=

r =
d.v.s. z =y = z. Detta insatt i (1) ger
20 +2x — 3x =2 & T =2,
vilket betyder att y = z = 2. Vi maste &ven kontrollera att (2) &r uppfylld, d.v.s.
2.224+2.22-3.22 =22 =4,

Alltsa tangerar planet 2x+2y—3z = 2 ytan 222 +2y%—32% = 4 i punkten (2, 2, 2).

624 Bestim konstanten a s att planet a+y-+ 2z = 2z tangerar sfiren 22 +y* 4+ 2% = 2.

En tangeringspunkt maste tillhéra planet och sfaren. Den uppfyller saledes badas
ekvationer,

a+y+z =2z, (1)
22y 2% =22, (2)

Planet och sfaren maste ocksa ha parallella normalvektorer i tangeringspunkten.
Planets normalvektor kan vi direkt avldsa fran planets ekvation (—2,1,1) (flytta
over x 1 vinsterledet). Sfirens normalvektor ges av

0 0
(%(ﬁ —2x+y2+22),a—y(x2 —2x+y2+z2),
%(m2 — 2z +y? +z2)) = (22 — 2,2y, 22).

I tangeringspunkten ska det alltsa finnas en skaldr A sa att

A (_27 ]-7 1) = (2‘T - 27 2y7 22)»
d.v.s.
9\ =2z 2, (3)
A =2z (5)
Fran (3), (4) och (5) far vi att
r==-A+1, y=X/2, z=)\/2

d.v.s. z = =2y + 1, z =y. Detta insatt i (1) och (2) ger

at+y+y=2(—2y+1)
(—2y+ 12+ 92+ =2(—2y +1)

vilket ger

a+ 6y =2, (6)
6y* —1=0. (7)

Fran (7) far vi att y = i% vilket ger tva mojliga a-viarden

a=2-6y=2—6-L=2-10,

V6
a=2-6y=2-6(-)=2+06

Ch
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