Losningsforslag, Matematik 2, E, I, M, Media och T, 2001-12-18.

1. Viskriver upp ekvationssystemet i matrisform och gausseliminerar tills vi nar

trappstegsform,
(2 3 1 2 1 -2 -3 1) 9
1 2 1 a ] ~ 1 2 1 a ~
1 -2 -3 1 2 3 1 2

Y,
1 -2 -3 1) 1 -2 -3 1)
0 4 4 a-113O ~ 0o 1 1 };(a—l)(@~
o 7 7 0 o 7 7 0
1 0 -1 [5@+1)

1 1 |i@-1
L0 0 0 [i@-1

For att detta system ska ha nagon 16sning maste ekvationen i den sista raden
0-x+0-y+0-z=-%(a—1)

ha noll i hogerledet, d.v.s.a = 1.

Med a = 1 far vi trappstegsformen

1 0 -1 1
0 1 1 0
0 0 0 0

1 0 -1 1
0 1 1 0
0 0 0 0
T
och anvander motsvarande variabel z som parameter nér vi skriver 16sningen
x=1+t
y= ~t (t parameter).

zZ = t
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2. Funktionen f ges av ett elementdrt uttryck och dr darfor differentierbar
overallt ddr den dr definierad. Riktningsderivatan av f i punkten (1,1,1)
och i en riktning 4 (enhetsvektor) kan darmed berdknas med formeln

of

%(1, 1,1)=Vf(1,1,1) -4,

dér Vf ar gradienten av f och ar lika med

V= (Ffi £) = (1004 2 =2, i 20 e (29
- (ln(l ty -2, 1 +2y’§3/_ 22" 1 +_y22xi 22 )’

och speciellt ar

Vf(1,1,1) = (ln(l +12- 1), - ié = - 1_+2 1'21_' 112 ) — (0,2,-2).
a) Efter att ha normerat vektorn v,

P 0,4,3) :(0,4,3):(0,%%)’
ol VEsgs® 5

ger formeln for riktningsderivatan att

of _ P 4 3) _ 4 3_2

5=(L1,1) = VA(1,1,1) -6 = (0,2,-2) (0,4,3)=0-0+2-2+(-2)-2=2
b) Riktningsderivatan f/ = Vf -4 blir maximal nir enhetsvektorn @ viljs i

samma riktning som Vf, d.v.s.

.V
===
IVf]
och da ar o Vi viE
== =Vf-a=Vf - = =—== =|Vf|.
A A A
Den maximala riktningsderivatan i punkten (1,1, 1) dr alltsa

of
ot

(1,1,1) = [Vf(1,1,1)] = 02 + 22 + (=2)2 = 2V2.
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¢) Enriktning 4@ = (u9,us,u3) som ger riktningsderivata 0 mdste uppfylla
of
ou

vilket t.ex. dr uppfyllt om @ = (1,0, 0).

(1,1,1) = VF(1,1,1) - @ = (0,2, —2) - (u1, a, 3) = 2up — 2u3 = 0,

3. Vinkeln mellan planen &r lika med vinkeln mellan deras normaler.

Fran planet P;:s ekvation kan vi direkt avldsa planets normal n; som koeffi-
cienterna framfor x, y och z, ny = (1,2, 2).

Eftersom vi har tre punkter P = (3,0,1),Q = (6,1,0) ochR = (7,1, 1) i planet P,
— ——
kan vi fa en normal till planet genom att bilda tvd vektorer PQ och PR som &r
— =
parallella med planet och kryssa dem m, = PQ X PR.

n, = PQ x PR

Med siffror far vi
H
PO=Q-P=(61,0)-(3,0,1) = (3,1,-1),
PR=R-P=(7,1,1)-(3,0,1) = (4,1,0),
— =
ny = POx PR = (3,1,-1) x (4,1,0) = (1, -4, —1).
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Vinkeln 0 mellan normalvektorerna (och ddrmed planen) far vi nu genom att
anvanda skaldrprodukten n, - n, = |nq||n,| cos 6,

ng-np (1/ 2, 2) i (1/ —4, _1)
cosf = =
lallnal - V12422422 \12 4+ (—4)2 + (-1)2
1142 (—4)+2- (1) -9 1

Vo V18 T3.3v2 2

vilket betyder att 0 = 37, d.v.s. att vinkeln mellan planen &r 37 (eller ;7 som
ar supplementvinkeln).

4. Sambandet mellan z uttryckt i x och y, och z uttryckt i u och v kan skrivas som

2(x,y) = 2(u(x, ), 0(x, y). (*)

Vi ska nu transformera xz} + yz, sa att uttrycket blir skrivet helt och héllet
iuocho.

Genom att deriverar bada led i (x) med avseende pa x respektive y far vi med
kedjeregeln ett samband mellan z:s partialderivatori x,y och u,v,

z! -

u

P o
Zx_ax_c9u8x dv dx

z’—%—%a—u+%a—v—z’-x+z’-2
Y9y dudy dvdy " v

Detta betyder att
Xz + Yz, = x - (z; y+2z, 2x) +y- (z; X+ z, 2]/) =2xyz, +2(x* + y)z,.
Eftersom xy = u och x*+ y*> = v férviatt

Xz, + yzy, = 2uz, + 20z,



Losningsforslag, Matematik 2, E, I, M, Media och T, 2001-12-18.  (Sida 5)

5. For att bestimma en parameterekvation till tangentlinjen behover vi en punkt
P = (x0, Y0, 20) pa linjen och en (nollskild) vektor v = (a, 8, ) som é&r parallell

med linjen.
v -
2
P
Da ges linjens ekvation av
X =xy+ at,
Y =Yo+pt, (t parameter),
zZ=2zp+t,

eller i vektorform (x,y,z) = (xo, Yo,20) + t(a, 5, 7).
Vi viljer enklast punkten P som tangeringspunkten (1,1, 0).

Tangentlinjens riktning v kan vi bestimma fran det faktum att skdrnings-
kurvan tillhér bdda ytorna. Vi kan skriva de tva ytorna som f(x,y,z) = 0
och g(x,y,z) =0, dar

f,y,z)=x>+y*+z>-2 och gxy,z)=y—xz-1.

Eftersom skarningskurvan ligger pd ytan f(x, y,z) = 0 maste kurvan i punk-
ten P = (1,1,0) ha en tangentvektor som vinkelrdt mot ytans normal Vf(P).
P& samma sdtt mdste tangentvektorn vara vinkelrdt mot Vg(P). Detta bety-
der att vi far tangentlinjens riktning genom att ta kryssprodukten av ytornas
normaler,

v =Vf(1,1,0) x Vg(1,1,0),

dar
Vf = (i, fi, f/) = (2x,2y,22) och
Ve = (85,8, 8.) = (~2,1,-%),
dvs. v=(2,2,0)%(0,1,-1) = (-2,2,2).

Tangentlinjens ekvation dr darmed

x=1-2t,
y=1+2t,
z = 2t,

eller (x,y,z) =(1,1,0) +#(-2,2,2).
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6. Stoppar viin punkterna (0, -1), (1,0) och (2,5) i den réta linjens ekvation y =
ax + b farvi

a-0+b=-1
a-1+b= 0
a-2+b= 5

eller i matrisform

)

Minstakvadratlosningen till detta ekvationssystem far vi genom att vanster-
multiplicera bada led med transponatet av vinsterledets koefficientmatris

(0 1 2) (1) } (a)_(O 1 2) _(1)
111 » 1 b 111 5
och 16sa detta system (den s.k. normalekvationen).

Multiplicerar vi ihop matriserna
(012)(1)} _(5 3) och (012)_(1) _(10)
111 v 1 3 3 111 5 4

sd ser vi att systemet blir
5 3\(a)_ (10
33/\b) \ 4 )

Gausseliminering ger oss 16sningen

(5 3 10 YO _ 1 2 2 ? N
\ 3 3 4 ) 3 3 4
(1 % 2 ) N 1 3 2 N
. 0 2 2 )® 0 1 -3 2@
( \

1 0 :5)) d.v.s. a =3 och b:—g.
0 1 .
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Den linje som bést anpassar till punkterna i minstakvadratmening dr y =
3x — 2.
3

Yy

N

y=3x—2

Medelfelet i approximationen far vi genom att stoppa in de framrdknade
vdardena pd a och b i ursprungsekvationerna

01 -1
11 ( :53 ) ~ 01,
21 "3 5
flytta over allt i vansterledet
01 -1 0
1 1 ( :5)) ) — 0fl~1]0
21 "3 5 0

och rdkna ut langden av vektorn i vénsterledet delat med roten ur antalet
ekvationer (d.v.s. V3). Vi far

1o 1y, 5 -1 . -3 -1
medelfel = — || 1 1 ( )— 0l|l=— =3 I )
\/5 2 1 _g 5 \/5 g 5

3

WIN Wik WIN

=

2

&l
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7. Funktionen f har en kritisk punkti (x, y) = (1,2) om gradienten av f &r noll i
punkten. Med andra ord, om f:s partialderivator &r noll,

of

ézﬂj)—@x+by+2”;2 =6+2b=0,
of

—(1,2) = |bx + 2y + ¢ =4+b+c=0.
% (e +2y+9 2

Detta &r bara uppfyllt om b= -3 och ¢ =-1.

Den kritiska punktens karaktdr avgors av andraderivatorna.
Metop 1 (Direkt villkor)

Vi sétter

A= fr1,2) =4,
B=fi(1,2)=b=-3,
C=f1(1,2) =2,

och d& férviatt AC—B? =4-2—(-3)* = -1 < 0, vilket betyder att den kritiska
punkten &dr en sadelpunkt.

MEeTop 2 (Hessianens egenvérden)

Hessianen i punkten (1, 2) blir

(1,2) fy’;(l,2))_( 4 —3)
(1,2 fr1,2) )"\ -3 2

och dess egenviérden ges av den karakteristiska ekvationen

Hy(1,2) = (

’4—)\ -3

— 12 _ 1 = —
3 2_/\‘—)\ 6A-1=0 &  A=3=x VI

Hessianen har alltsd ett negativt och positivt egenvirde, vilket betyder att den
kritiska punkten dr en sadelpunkt.

8. Seexempel 8.81 Linjdr geometri och algebra.
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9.

10.

a) Lat kurvans parametrisering vara r(t) = (x(t), y(t),z(t)), dar x(t), y(t)
och z(t) dr kontinuerligt deriverbara funktioner. Eftersom kurvan ligger
pa ytan uppfyller den ytans ekvation for alla ¢,

F(x(t), y(t), (1)) = .
Kedjeregeln ger dé att

d 4 7 ’ / 4 /
S E(x(), y(8),2() = Fo- X' () + F, -y () + F.- 2/ () = 0.
Detta uttryck kan vi se som en skaldrprodukt

(F.F,, F)-(x,y.,2) =0,

xrtyrtz

vilket visar att parameterkurvans riktningsvektor ' = (x’, y’,z’) alltid ar
vinkelrdt mot grad F = (F}, F}, F)).

b) Lat r(t) vara en godtycklig reguldr parameterkurva som ligger pa ytan
och passerar genom punkten P nér t = 0. D4 vet vi enligt a-uppgiften att
kurvans tangentvektor r’(0) dr vinkelrdt mot grad F(P). Eftersom »(t) ar
en godtycklig reguldr kurva &r 7'(0) en godtycklig tangentvektor till ytan
i punkten P. Detta betyder att grad F(P) &r vinkelrdt mot alla tangenter
till ytan i punkten P, d.v.s. grad F(P) &r vinkelrdt mot ytans tangentplan
i punkten P.

Antag att matrisen A har de linjart oberoende egenvektorerna ui, uy, ..., u,
och motsvarande egenvdrden Ay, Ay,..., A,

A’qu = Alul, A’UQ = A2u2, ey A’Ll,n = Anun.

Vi kan sammanfatta alla dessa vektorsamband genom att rada upp vektorerna
som kolonner i en matris,

Au1 Auz te Aun = /\1111 Azuz ce /\nun

Detta matrissamband ér i sjdlva verket den likhet som vi ska visa, for om vi
borjar med vinsterledet sa kan det skrivas som
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dér C ar matrisen med egenvektorerna ui, uy,...,u, som kolonner.

Vektorerna i hogerledet kan skrivas som

/\1’(1,1:A1U1+OU2+0U,3+"‘+O’U/”: Uuq
/\2’&2=0’U,1+/\2u2+0’u,3+"'+0un= u
0.S.V.
vilket betyder att hogerledet &r lika med

L e A

0 A

ul u2 e uﬂ . X

b T e o

Detta visar att AC = CD.

=CD.



