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5B1219 Vektoranalys och komplexa funktioner, for E.

Hjilpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For godként betyg (3) krdvs minst 4 av 5 moduler godkéinda (Del 1). For 6verbetyg krivs dessutom
deltagande i Del 2. Losningarna skall motiveras vél!

TENTAMENSSKRIVNING: DEL 1

1. [MODUL 1] Undersék om vektorfiltet
F = (2y, 22, —y2)

har en vektorpotential, samt bestdm i sa fall en sadan. Kom ihag: en vektorpotential
A till F loser rot A = F.

Vi beridknar divergensen till F:

. o) 0 s,
divF = %(xy) + @(xz) - a(yz) =y+0—y=0.

Filtet dr alltsa divergensfritt, vilket innebér att det har en vektorpotential. Vi soker
A= (Al,A27A3) sa att

0As 0As 0A; 0A; 0As 044
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Vi finner att
Ay =222, Ay = —xyz, A3=0,

ar en losning. Vektorpotentialen kan alltsa viljas som

A = (22%/2, —xyz,0).

2. [MODUL 2] Ett ortogonalt kroklinjigt koordinatsystem (u, v, w) definieras genom
(U, v, ’LU) = (‘Td - 3Iy2, 3I2y - y37 32)7

dér (z,y, z) betecknar ortsvektorn i vanliga koordinater. Beriikna divergensen av vek-
torfiltet

B=ue,t+tve, +twe,,

dér ey, e,, e, betecknar motsvarande kroklinjiga enhetsvektorer.

V.g. vind!



Gradienterna till w, v, w ar
Vu = (32% — 3y?, —6xy,0), Vv = (62y,3z> —3y%,0), Vw=(0,0,3).

Vi beraknar nu skalfaktorerna

11 Lo L1
Vul 3@ +y?) 7 [Vl 3% +y?)

Vi far att basvektorerna kan uttryckas som (BETA, s. 246)

hu = hw =
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€y = huvu = - yQa _sza 0)7
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samt

e, = h,Vv = (2zy,2* — y*,0),

I‘Z +y2
och
e, = h,Vw = (0,0,1).

Efter lite forenklingar blir nu
B=ue,+ve, +we, = (z* + 212, 2%y + >, 32).

Divergensen réknar vi ut pa vanligt vis:

0 3 oy, 0 o 3y, 0 42 2
dlvB—ax(m +xy )—|—ay(x y+y )+az(3z)—4x + 4y“ + 3.

[MODUL 3] Férklara hur Newtonkdrnan anvinds for att 16sa Poissons ekvation i all-
miénhet. Visa hur den nyttjas for att fa en 16sning till

V2u=1 pa Bs,

d#r Bz dr enhetsklotet 22 + 42 + 22 < 1. Finn dérefter med nagon enklare metod en (ev
annan) explicit 16sning ovanstaende Poisson-ekvation. Modifiera slutligen denna till att
ha randvirde noll pa enhetssfaren 0Bs.

Poissons ekvation VZu = p l6ser vi i rummet R3 med integralformeln

u(r) = i///R |r”(_rg v ().

Denna 16sning blir vanligtvis liten i oéindligheten. Det givna problemet kan vi alltsa

16sa med ) )
_ !
u(r) = g ///33 T av(r").

_ _ ﬁ Lo o o
u(r) =u(z,y,z) = = =3 (x + oy +z )
Slutligen vill vi justera 16sningen (med en harmonisk funktion) sa att vi far randvirde

noll. Konstanta funktioner &r harmoniska, sa var 16sning blir

En explicit 16sning ges av

r|? —
w(e) = u(e,y,2) = L= o

1
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[MODUL 4] Lat f(z) = u(x,y) + iv(z,y), ddr z = = + iy, vara en analytisk funktion.
Visa att funktionen w(z,y) = u(x,y) v(z,y) i harmonisk.

Funktionen
9(z) = g(z,y) = =y
dr harmonisk, och w = go f(z) = g(f(z)) dr alltsa sammansittning av en harmonisk

och en analytisk funktion, och dérfér en harmonisk funktion. Uppgiften kan ocksa losas
med anvindande av CR.

[MODUL 5] Finn en harmonisk funktion u(z,y) pa enhetsskivan z? + y* < 1 vars
randvérde dr lika med 2 pa bagen I, och lika med —5 pa bagen Is. Hirvid ges I3 som
alla punkter (cost,sint), med 0 < t < 7, och Iy bestar av alla punkter (cost,sint),
med —7m <t < 0.

Avbildningen
11—z

w=1
142
skickar enhetsskivan |z| < 1 pa dvre halvplanet, och I; skickas pa positiva reella axeln,

medan 5 skickas pa negativa reella axeln. Argumentfunktionen i 6vre halvplanet ténker
vi oss ta viirdet 0 ldngs positiva rella axeln, och virdet 7 lings med den negativa. Da

blir
zar il_z
T & 1+2

en funktion som &r harmonisk i enhetsskivan med virde 0 pa I; och virde 7 pa Is.
Losningen blir slutligen

7 11—z
u(x,y)zQ—;arg (Zl—l—z)'



