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Partiella differentialekvationer for ME och K.

1. Sok forst icke-triviala l6sningar till differentialekvationen och randvillkoren pa produktform:
u(z,t) = X(x)T(t).
Inséttning i ekvationen ger, efter division med X (z)7'(t), att
) _ X"
T(t) X(x)
For X fas, tillsammans med randvillkoren, (Sturm-Liouville-) problemet
X"—kX =0 (0 <z <m),
X(0)=X(m)=0.

Om k > 0 finns bara den triviala 16sningen X = 0, s& vi kan anta att & = —\? < 0, for nagot
A > 0. Da fas

= konstant = 4k.

X(x) = Acos(Ax) + Bsin(\x),

varvid X (0) = 0 ger A = 0, och sedan X (7) = 0 att A7 méaste vara ett nollstélle till sinus.
Alltsd: A=n,n=1,2,..., k = —n? och X(z) = Bsinnz.

Ekvationen for T blir nu 7" + 4n?T = 0, med ldsningar
T'(t) = acos2nt 4 bsin 2nt.
Vi fann allts& produktlosningarna
u(z,t) = Bsinnx(acos2nt + bsin 2nt), n=12....
Superposition av dessa och omdoépning av konstanterna ger
u(z,t) = Z sinnx (a, cos 2nt + b, sin 2nt).
n=1

Nu ska begynnelsevillkoren satisfieras. Vi har

[e.e]
u(z,0) = Z a, sinnz,
n=1

ou = ,
E(x, 0) = nz:l 2nb,, sin nz,

s& jamforelse med de givna begynnelsevillkoren ger direkt att
as =5, a, =0 for n #2,
2-3-b3=06, 2nb, =0 for n#3
Vi far darmed svaret p& uppgiften:

u(x,t) = 5sin 2z cos 4t + sin 3z sin 6¢.



2.

a) Vi har

o)
. E n-+r
y - anx )
n=0

zy = Z(n +7)a,z"",
n=0
2y = Z(n +7r)(n+7r—1)a,z"",
n=0

vilket ger
22y 4+ 3y + (1 + \z)y =

Z n+r)n+r—1)+3n+7)+1)aas" + Aaz" T
n=0

Z n 471+ 1)%a, + Aan_1]z""",
n=0

dar vi har satt a_; = 0.

Denna potensserie ska vara = 0, vilket betyder att alla koefficienter méaste vara = 0. For
n = 0 ger detta “indexekvationen” (r + 1)? = 0, med dubbelroten r = —1.

Fér n > 1 far vi (med r = —1)
n%a, + Xa,_1 =0

och darmed rekursionsformeln

Med ay = 1 ger detta losningen
2 A3 0 n)\n n

1 — - -~ -1
y(z) = a7 )\x—|—4x 36x—|— Z

b) Skriv forst ekvationen p& normalform:

3 1A
Y+ -y + (5 +-)y=0
X T X

De tva forsta termerna blir en exakt derivata om vi multiplicerar ekvationen med faktorn
el 20 = 23,

Resultatet blir
(%) + (z + \?)y = 0,

som &r pa onskade formen med



3. Innan vi genomfor variabelseparation méste vi subtrahera bort inhomogeniteten i randvillko-
ren. Funktionen
DT
Uo(% t) =
s

uppfyller differentialekvationen och randvillkoren, s& om vi skriver

)
u(z,t) =v(x,t) + o7
T

s& far vi att v ska l6sa problemet

v 0% v(0,1) =0, _ S
it {’U(?T,t) _ v(z,0) = 2cosx — —.

7
Ansatsen, for differentialekvationen plus randvillkor,

v(z,t) = X (z)T(t)
ger att
T'(t) X"(x)
T ~ X() onstan
For X ger detta (Sturm-Liouville-) problemet

X"—kX =0 0<z<m),

X(0) = X(m) =0.
Om k > 0 finns bara den triviala 16sningen X = 0, sa vi kan anta att k = —\2 < 0, for nagot
A > 0. Da fas

X (z) = Acos(Ax) + Bsin(Az),
varvid X (0) = 0 ger A = 0, och sedan X (7) = 0 att A\ méste vara ett nollstélle till sinus.
Alltsé: A =nm (n=1,2,...), k = —n? och dirmed

X (z) = Bsinnmz.

Givet k som ovan blir ekvationen for T: 7" + n*T = 0, med 16sningar

T(t) = Ce™".

Vi fann alltsa produktlésningarna

v(x,t) — Bsinnz - Ce "™, n=12,....

Superposition av dessa och omd&pning av konstanterna ger

oo
—n2¢t .
v(x,t) = E Bne " tsinna.
n=1

Nu ska begynnelsevillkoret satisfieras. Insdttning av ¢ = 0 ger

o0

E B,, sin nx.

n=1

v(x,0)



Denna sinusserie ska vara = 2cosz — 57“”, vilket ger

2 (7 )
Bn:—/ (QCos:c——x)sinn:cd:c
7 Jo m
2 (7 10 ~ 10 [T
=2 [ -binon + 1)) R 10 [T eone

A1+ (1) 10(=1)
m(n?—1) L

D& n =1 ska den forsta termen tolkas som = 0. Detta ger till slut 16sningen

o

5 414 (-1)" = 10(—1)"
u(z,t) = ?x + Z (Wz;lg — i))n e "t sinnx + ; % e " sinna.

4. Lat
o0 .
t(w,t) = / u(z,t)e " dx
—o0
vara Fouriertransformen av « med avseende pa = (Vi anvinder BETA:s definition av Fouri-
ertransformen). Fouriertransformering av differentialekvationen ger
Ou(w,t)

iw— = 5(iw)*u(w, t).

ot

Denna ordinara differentialekvation i ¢t har den allménna l6sningen

i(w,t) = Alw)e™,

For t = 0 fas u(w,0) = A(w), dvs A(w) ska vara Fouriertransformen till den givna initial-

funktionen: A(w) = f(w), dir f(z) = 2. Hir beh6ver man egentligen inte berékna f(w),
ty om man anviander den allménna egenskapen hos Fouriertransformen att en faktor ¢'* pa
transformsidan svarar mot en férskjutning x — x + a pa ursprungssidan si far man direkt,

med a = Ht, att

1aw

u(z,t) = f(x +5t) = ﬁ

Om man inte upptécker detta argument kan man anvénda t.ex. tabellingdng F41b i BETA (3:e
uppl.) for att fa fram f(w). Men man maste anda till slut anvinda forskjutningsegenskapen

(F71iBETA).
5. a) Den sedvanliga variabelseparationen ger forst att

i R R 1R 19

= ———(— +-— + ——) = konstant = .
T 2,u(R+7‘R+7‘2(I>) onstatt

Den ekvation for T som detta ger har allmén 16sning
T(t) = Ce 7

Dérefter inser man att ®”/® maéaste vara konstant (eftersom inget annat beror pa ¢). Att
() ska vara 2m-periodisk ger att konstanten méste vara pa formen —m?, dir m > 0
ar ett heltal, sa att ekvationen blir

"+ m*® =0,



med allméin 16sning (p& komplex form) ®(p) = Ae™? + Be "™?. Alltsa baslésningar
e*™#. (Reell form, med cos my och sinme, gar lika bra.)
Vi har nu tva separationskonstanter, £/ och m (dér vi &nnu inte vet sd mycket om F).

Sétter vi in dessa i den Oversta ekvationen (andra likhetstecknet dar) far vi foljande
ekvation for R(r):
2uE
R+ rR + (%rz —m?)R = 0.
Detta &r en form av Bessels differentialekvation (BETA, sid 264), med allmén 16sning

R(r) = AJ, (VY Q:E r) + BYn( Q;E ).

Hér maste B = 0 eftersom R(r) ska vara regulér i origo.

Nu har vi ett randvillkor som sédger att R(1) = 0. Detta ger att ¥ 2; E = Oy ; fOr nagot
J=1,2,.... Detta ger de efterfragade energinivierna
h%a?,
E=E,;=—"
24

(m=0,1,2,..., j=1,2,...). Tillhorande tillstdnd f6r vadgfunktionen blir (med A = 1)

20uEm,;
h

hDL’m»j t

iEm’]‘ t
2u

iimapef T

w(ru gO,t) = Jm( T)e — Jm(am,jr>€iim¢€_
Hir kan et bytas mot ¢ om man later m genomldpa alla heltal. D3 maste J,,

ersittas med J),,| och E,, ; med E),, ;. Detta skrivsitt anvinds i b) nedan.
Den allménna 16sningen till Schréodingerekvationen med randvillkor blir nu

Z ZA’”J‘]IWI \/m )eim%—w'ﬁ%t.

h

m=—oo j=1

Satter vi in ¢ = 0 och identifierar med den givna initialfunktionen far vi omedelbart
16sningen

2uk3
h

. iE3,4
r)e e h !

2ukr g X
) /r,>e77,<p€— t

w(ﬁ Soat) = 2J3( +6J7( h g

iha2 iha2
3ip ——soiy Tip, — o8¢
= 2J5(agar)ePe 2 by 6J7(argr)e e




