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SF 1648, Partiella differentialekvationer for ME och K.

e Tillatet hjalpmedel: Formelsamlingen BETA. (Ej ridknedosa.)

e Tentamen bestar av 5 uppgifter, som var och en bedéms med 0-5 poang. Betygsgrinserna, for
den totala poangsumman, inklusive bonus fran lappskrivningar, ar 23 (betyg A), 20 (betyg
B), 17 (betyg C), 14 (betyg D), 11 (betyg E).

1. Bestam tva linjart oberoende l6sningar till differentialekvationen
(1 —2?)y" —2zy + 6y =0

pa intervallet —1 < x < 1 genom att gora en potensserieansats kring z = (. Det récker att
ta med de tre forsta termerna skilda fran noll i vardera l6sningen.

2. Utbdjningen u = u(x,y) av ett rektangulért membran uppfyller Laplaces ekvation
D?u N Pu
oz oy?

Bestdm u(z,y) d& membranet ar fastspiant pa niva noll (u = 0) langs de tre kanterna

Ly :2=0,0<y<1l; Ly: 0<2<2,y=0; Ly: x=2,0<y <1, medan det langs den
fjarde kanten L, : 0 <z < 2, y = 1 géller

0 0<z<2 0<y<l).

3
u(z,1) = 5sinmx 4 7sin %x
3. Vagfunktionen ¢ (z,t) for en elektron som ror sig fritt inom ett intervall 0 < x < L, och i
andpunkterna av detta moéter en odndlig potentialbarriar, uppfyller den ett-dimensionella
Schrodingerekvationen
o h? 0%y
h— = ——— O<zx<L,t>0
"o 241 Ox? ( v )

med randvillkoren
$(0,8) = (L, t) =0 (t>0).
Har ar p > 0 elektronens massa, i > 0 Plancks konstant och ¢ = /—1.
Antag att L och p i lampligt valda enheter har virdena
1
L pummy 2 e
) ILL 8 )

medan Plancks konstant fortfarande far heta / i dessa enheter. Bestam tidsutvecklingen av
vagfunktionen da denna ges initialt av

(e.0) = {1, 0<x<l,

0, 1<z<2



4. Bestam en 16sning v = u(x,t) i kvartsplanet = > 0, ¢ > 0 till foljande problem, med en
inhomogen vagekvation samt rand- och begynnelseviarden:
Pu_ Pu 19t (z>0,t>0),
u(0,t) =0 (t >0),
w(z,0) =0, Z(z,00=0 (z>0).
For att gora 1osningen entydigt bestdmd kraver vi ockséd att u(z,t) ska vara begransad da
r — +oo (for varje fixt virde pa t > 0).

Ledning: Laplacetransformera i t-led.
5. Laplaces ekvation i sfiriska koordinater (r, 6, ¢) ar

0*u 2 Ou 1
gz Au=0
8r2+rar+r2 Y ’

dar
Au—@%—cow@%—#@
GE 90 sin®0 Op?’

Genom variabelseparationen u(r, 6, ) = R(r)Y (6, ¢) far man de tva egenvirdesproblemen

rPR'+2rR+AR=0 (0 <7< o0),
AY =)\Y

for R respektive Y, och dar A &r en separationskonstant. Man kan visa att villkoren att
Y (0, p) maste ha andliga gransviarden da 0 — 0, § — 7 och vara 27-periodisk i ¢ bara
tillater vardena

A=-n(n+1), n=0,1,2,...,

pa A. Vi antar i fortsdttningen att A a4r pa denna form.

a) Los pa valfritt sitt ekvationen for R(r) med beaktande av att R(r) méaste ha ett
andligt gransvirde da r — 0.

b) Genomfor variabelseparation mellan 6 och ¢, dvs. s6k 16sningar till AY = A\Y pa
formen

Y(0,9) = 0(0)2(0).
En ny separationskonstant upptrader. Bestam de differentialekvationer som © och ®
ska uppfylla samt bestam de tilladtna virdena pé& den nya separationskonstanten.

c) Visa att differentialekvationen f6r © via variabelsubstitutionen s = cos 6 kan
identifieras med Legendres associerade differentialekvation (se BETA) och uttryck
16sningarna © i associerade Legendrefunktioner.

d) Sammanfatta det hela genom att skriva upp den allménna 16sningen till Laplaces
ekvation i sfariska koordinater som en odndlig dubbelsumma innehallande de erhéallna
basfunktionerna.

LYCKA TILL!



