Hjalplapp 9. (Dagens 11/4-14/4)
Det handlar fortfarande om dubbelintegraler men dels &r dom lite knepigare, dels tillkom-
mer variabelsubstitution och generaliserade integraler.

Det &ar viktigt att man ritar upp integrationsomradet ratt. Grundprincipen &r att funktio-
nen y = f(z) delar x-y planet i tva delar dér y > f(z) i den ena delen och y < f(z) i den
andra. Om f(z) dr t ex ett andragradspolynom som i tal 4b behovs egentligen tidigare
kunskaper for att se vad for slags kurva det ar. Ofta ricker det dock med kvadratkomplet-
tering. Eftersom tal 4b &ven innehaller andra svarigheter behandlar vi det sist.

Med hjilp av variablerna och grianserna kan omradet nu ”beskrivas”. Det finns tva sétt
beroende pa i vilken ordning man vill utfora integrationen. I tal 1c har man tex att vélja
pa f;cl:o fy\g och f;:O f;:y2. Det &r inte alltid det spelar roll vilket sétt man véiljer, men
hér dr det avgorande. (Lésaren rekommenderas 16sa detta tal.)

Vissa integraler kan bara 16sas om man foérst goér en substitution. Harvid kommer bade
integrationsomradet och ”integrationselementet” (dxdy) att &ndras. Hur omradet dndras
brukar inte vara sa svart att inse, men &ndringen av dxdy kréver att man friskar upp sina
kunskaper om Jacobianen (Jacobimatrisen).

Vi 7saxar” fran hjilplapp 6:

x=2u-3v

y=3u+2v

z=4uv+1

Detta dr ett exempel pa en funktion fran R? (vart golv) till R? (rymden i klassrummet
bredvid). Lat oss se pa de partiella forstaderivatorna. Det finns SEX sadana hér och vi
sammanfattar dem i en matris dér forsta kolumnen fas genom att i tur och ordning derivera
sambanden ovan med avseende pa u och andra kolumnen fas pa samma sétt fast nu ska
man derivera med avseende pa v istéllet.

Denna 3x2 matris kallas for JACOBIANEN (eller Jacobimatrisen) for funktionen ovan och
den betecknas (hir) %. (Jag foredrar beteckningen 0 istéllet for d eftersom det da
framgar klarare vad man ska gora.)

Nir vi substituerar i en dubbelintegral handlar det om funktioner fran R? till R? dvs Jaco-
bianen blir en 2x2 matris. Sig att vi véljer att inféra polidra koordinater i [[ f(z,y)dzdy
dvs vi sétter z = rcosf och y = rsinf. Vi far da dzedy = ||g((f’g))]|drd9. Det forsta
absolutbeloppstecknet betecknar determinant medan det andra &r ett vanligt absolutbe-
loppstecken. Genomfors berdkningarna far man: drxdy = r - drdf. Eftersom r > 0 hade det
andra absolutbeloppstecknet ingen funktion hér, men i néista exempel ar det betydelsefullt.

I tal 4a gor vi substitutionen u=x+y, v=x-y. Vi far = Hgg;‘;g || = | —2| = 2 men det vi vill
.10,

ha dir || G4,

Enklast dr att utnyttja Hggzg; IE Hggzzg || = 1. (Detta sista foljer av att man far inversens

jacobian genom att invertera jacobianen for funktionen vilket betyder att produkten av
motsvarande determinanter dr =1.)

For att fa reda pa de nya grinserna i tal 4a maste vi ta reda pa ekvationerna for de
linjer som begransar kvadraten. Ekvationerna for begransningslinjerna kan skrivas: x+y=2,
x+y=0, x-y=-2, x-y=0 vilket betyder att integralen efter substitutionen blir:

qu:O UO:_Q ve“%dudv. (Vi har ju tidigare sagt att man ska integrera i axlarnas riktning.

Detta giller forstas dven efter en substitution dvs den undre griansen i integrationen Ar
alltid det mindre virdet.)



Rikna gérna tal 4d som 6vning. Substitutionen &r densamma som i tal 4a, men omradet
ar i 4d givet pa ett sadant sitt att bade ekvationerna och de nya grianserna direkt kan
avlisas vilket forenklar.

I tal 3c dr vi tvungna att gora tva substitutioner. Forst u=2x, v=3y dvs x=u/2, y=v/3.
Ellipsen 6vergar hirvid i cirkeln u? + v? = 1. Sedan infér vi polira koordinater dvs u =
7“0089 och v = 7'81119 Relationen mellan dxdy och drdf fas nu som en produkt:dzdy =
| o my) ik || 2L G = £drdf. Not. Det gar forstas att sla ihop substitutionerna till
T = 2@059 och y = 351119

Efter substitution med hjélp av poldra koordinater far man vanligen integraler med trigono-
metriska integrander. Vi paminner om foljande knep: [sinvcosvdv = [ %dv. Man bor
ocksa kunna cos 2v = cos? v —sin? v = (trigonometriska ettan) = 2cos?v —1 = 1 —2sin?v.
Fran detta far man t ex [ cos? vdv = i %dv. Svar verkar [ sin®vdv, men med hjilp

av trig.ettan blir den = [(1 —cos?v) sin vdv som litt 16ses genom substitutionen ¢ = cos v.
Nér vi dnda ar inne pa ”integrationstrick” sa verkar inte manga veta vad man ska gora

med % resp. L"ﬁ% Nér man har en kvot mellan polynom och téljarens gradtal &r storre
#n ELLER LIKA med ndmnarens gradtal sa ska man DIVIDERA téﬂjaren med ndmnaren.

En sadan polynomdivision (med rest!) ger hir: z — 5 Tie? resp 1-— T +x2 och nu dr det litt
att integrera. (D(In(1 + z?)) = 1_%’;2 resp. D(arctanz) = 1+ o ju.) Nér téljarens

gradtal &r mindre &n ndmnarens blir man annars ofta tvungen att partialintegrera. (Ga
till "strovtaget” i Amelia 1 som finns pa min hemsida om du glomt detta.)

GENERALISERADE DUBBBELINTEGRALER.

Vi ska beriikna [ [, f p f(x,y)dzdy dér integrationsomradet D &r odndligt och/ eller integran-
den blir odndlig for minst ett virde i D. Precis som vid enkelintegraler maste man da
skriva om integralen som ett gransvirde, direfter berdkna integralen pa vanligt sitt och
slutligen 7ga i limes”. Gransdvergangen blir dock lite annorlunda eftersom det finns tva
variabler och man alltsa (vanligen) kan ga i limes pa flera olika sétt. Ett tillréckligt villkor
for att man ska fa samma virde pa integralen oavsett vilken limestvergang man véljer dr
att integranden &r positiv.

Tal 5b illustrerar detta. Vi berdknar forst integralen 6ver omradet 0 < x < A,0<y < A
och later sedan A ga mot co. Det hade inte spelat nagon roll om vi istéllet valt omradet
0<ax< A% 0<y< A Visserligen gar man hir snabbare mot oo i x-led &n i y-led, men
integralens virde blir detsamma.

I tal 5d blir integranden oéndlig nér x och/eller y d&r =0. Vi beréknar dérfor forst
fx " fy —u —L_dxdy och later sedan a ga mot 0+. (Inte heller hiir spelar det nagon roll om

Ty
man gar mot noll i x-led och y-led ”olika fort” eller inte.)
Nér virdet pa integralen dr oo, dvs da grénsvérdet dr oegentligt sdger man att integralen
DIVERGERAR. (Jfr tal 5c.)

TAL 4b: Om vi kvadratkompletterar ser vi att omradet dr hogra halvan av en cirkel med
radie =1/2 och centrum i (0,1/2). For att beskriva detta omrade med hjilp av poldra koor-
dinater behodver vi kidnna till att periferivinkeln pa en halvcirkelbage ar rit, vilket ar en sats
fran skolkursen. Efter inférandet av poldra koordinater blir integralen = f /2 f S0V 2 drdv.
(Resten av 1osningen Gverlates at ldsaren.)



