Homogena ekvationer med konstanta koeflicienter

Betrakta foljande andra ordningens differentialekvation:
ay” + by’ +cy = 0, (1)

dar a, b och ¢ ar konstanter och a # 0. For att kunna skriva ner
den allmanna losningen ar allt vi behover gora att finna en
fundamentalmangd av losningar, d.v.s. tva linjart oberoende
l6sningar. Hur vi finner dem &ar inte viktigt. Prova y(x) = e™*. Da

ar v/ (z) = me™® och v (x) = m?e™?, sa att (1) ar ekvivalent med

am?® 4+ bm + ¢ = 0. (2)




Fall 1: distinkta reella rotter

Om (2) har tva distinkta, reella rotter, sdg mi, msy sa har vi tva
l6sningar y1 (x) = €™ och yo(x) = €™2*. Eftersom my # mo ar y;
inte en konstant multipel av vy, varav y; och ys ar linjart
oberoende. Alltsa kan den allménna losningen skrivas

y(x) = c1e™" + coe?7,




Fall 2: upprepade rotter

Om (2) har en upprepad reell rot, sdg m, sa far vi en 16sning

xr) = ™", Reduktion av ordningen ger ytterligare en losning:
Yo () = xe™*. Eftersom y; inte kan skrivas som en konstant
multipel av yo utgor y1, yo en fundamentalmangd, sa den allmanna

losningen kan skrivas

y(xr) = c1e™” + coxe™”.




Fall 3: komplexkonjugerade rotter

Om (2) har komplexkonjugerade rétter a + j3, dar o och (§ ar

reella, s far vi losningar e(@*I8)T = 2% [cos(Bx) % jsin(Bx)].

Eftersom a, b och c ar reella blir real- och imaginardelarna av dessa

losningar ocksa losningar:

y1(x) = e cos(Bz), yo(x) = e sin(fx).

Aterigen &r y; och yo linjirt oberoende och den allménna 16sningen

kan skrivas

y(x) = c1e** cos(fx) + coe™” sin(fx).




Exempel pa en hogre ordningens ekvation

Betrakta
1244 !/ /
ay’ +by" +cy +dy =0,

dar a, b, c och d ar konstanter och a # 0. Antag att
am> +bm* +em+d=0

har tre distinkta reella rotter mi, mo och ms. Da ar yi(x) = ™%,

Yo () = ™2
Berakna Wronskianen:

x

och ys(z) = €™3% 16sningar. Ar de linjirt oberoende?
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= (m2 —m1)(m3 —m1)(mg — mg)elmtmatms)z,




