LOSNINGAR TILL TENTAMEN SF1635, SIGNALER OCH SYSTEM I
FOR E, IT ocu ME, 071220, KL. 8.00-13.00.

1. a. Givet begynnelsevillkoren y(0) = ¢'(0) = 0, 16s (6p)
(14 2%)y" + 22y = 322,
Losning. Infor w = 3’ och dela med 1+ 2. D4 far ekvationen formen

2 3z

/ —
w +1+x2w— T2

En primitiv funktion till 2x/(1 + 2?) ges av In(1 + %), varav en inte-
grerande faktor ges av 1 + z?. Med andra ord har vi

d 2 _ 2
%[(1+x Jw] = 3z°.

Detta hade man naturligtvis kunnat se direkt. Om vi integrerar denna
likhet fran O till x far vi

(14 2 w(x) — (1 +0H)w(0) = 2°.
Eftersom w(0) = ¢'(0) = 0, far vi

.T3

T 1ta?

w(z)

Eftersom w = 3’ kan vi integrera denna likhet fran 0 till = for att fa

y(x) —y(0) = / v dt—/jwdt

1+ 2 4+1

’ t 1 1
- t— " ldt=-a®— Zln(a® + 1).
/0 { t2+1] 57 2n(x+)

Vidare ér y(0) = 0. Svar:

1 1
y(x) = §x2 b In(z® + 1).
b. Ange det maximala existensintervallet fér motsvarande 16sning (mo-
tivera ditt svar noga). (1p)
OBS! Det ar inte nodvéandigt att 16sa a-delen for att kunna 16sa b-delen.

Losning: Eftersom koefficienterna och hogerledet ar kontinuerliga och
eftersom koefficienten framfor den hogsta derivatan alltid ar skild ifran
noll far vi en unik l6sning till begynnelsevardesproblemet pa intervallet
(—00,00). Svar: (—00,0).
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2. Lat
1—t+1 -2<t<0
)= 2(1—|t—1]) 0<t<2
0 2 < |t

a. Berdkna 2/(t) och ().

Losning: Funktionen x(t) &r illustrerad nedan.

Derivering ger
1 2<t<—1

-1 —-1<t<0
T'(t) = 2 0<t<l1

-2 1<t<?2

0 2 < |t

Funktionen 2/(t) &r illustrerad nedan.

Derivering en gang till ger

() =0(t+2) —26(t + 1) +30(¢) — 40(t — 1) + 25(t — 2).

(2p)



Svar:
1 2<t< -1
-1 —-1<t<0
Z(t) = 2 0<t<l |
—2 1<t<?2
0 2 < |t

2'(t) = 0(t+2)—20(t+1)+35(t) —40(t — 1) +20(t — 2).

b. Berdkna Fouriertransformen av x(t) (svaret far innehalla sinus- och
cosinusuttryck, men inte exponentialuttryck). (2p)

Losning: Om X (w) utgér Fouriertransformen av z(t) far vi

o0

S X (@) = (W)X (w) = / eIty (1)t

—0o0

— /OO e ot +2) —20(¢ + 1) + 35(¢) — 46(t — 1)

+20(t — 2)]dt
= €YY —2eM +3 —de 7Y + 27
= cos(2w) + jsin(2w) — 2 cos(w) — 27 sin(w) + 3
—4 cos(w) + 4j sin(w) + 2 cos(2w) — 27 sin(2w)
= 3 —6cos(w)+ 27sin(w) + 3 cos(2w) — jsin(2w).

Detta ger X (w) for w # 0. For w = 0 har vi

o0 1 1
X(O):/ P(f)dt =52 14 -2.2=

o0

Svar: For w # 0 har vi

X(w) = —3 + 6 cos(w) — 3 cos(2w) +jsin(2w) — 2sin(w)
w? w2

och for w = 0 har vi X(0) = 3.

c. Beridkna de reella Fourierkoefficienterna av den 4-periodiska fort-
sattningen av x(t) (svaret far inte innehalla sinus-, cosinus- eller expo-
nentialuttryck). (2p)

Losning: De komplexa Fourierkoefficienterna ges av (jamfor sid. 76 i

kompendiet)
1 2mn 1 nm
=y () ),
“= (4) 17\ 2
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Foljdaktligen &r cq = 3/4 och, for n # 0,

1 |—3+6cos (%) —3cos(nm)  sin(nm) — 2sin (%)
Cp = —

2 J 2
y () (%)
Observera att sin(nm) = 0. For att bli av med sinus- och cosinusut-
trycken ar det lampligt att betrakta fallen n udda och n jamnt sep-
arat. Om n ar jamnt och n # 0 kan vi skriva n = 2k, dar k ar ett
heltal och k£ # 0. Observera att da far vi sin(nmw/2) = sin(kn) = 0,
cos(nm) = cos(2km) = 1 och cos(nm/2) = cos(kn) = (—1)%. Med andra
ord far vi, for k # 0,

C1-346(-1F-3 3 (-1)F-1

k=Y (km)? Coom? k2

Om n ar udda kan vi skriva n = 2k+1 for nagot heltal k. Observera att
vi da far cos(nm/2) = cos|[(2k + 1) /2] = 0, cos(nm) = cos[(2k + 1)7] =
cos(m) = —1, sin(nm/2) = sin[(2k + 1)7/2] = (—1)*. Detta leder till
1 =2(=1)k 2 (—1)k+t

okt =Ty ((2k+1)7r)2 EEFTNCTANENP
2

De reella Fourierkoefficienterna ges av a,, = 2Rec,, for n > 0 och b,, =
—2Ime, for n > 1 (jamfor kompendiet, sid 3). Detta ger ag = 3/2 och,
for k > 1,
3 (—=1)kF—1

a9 = PT
For n udda har vi a, = 0. Angaende b, far vi
4 (-D*
w2 (2k 4+ 1)2
for £ > 0. For n jamnt blir b,, = 0.

b2k+1 =

Svar: De reella Fourierseriekoefficienterna ges av

3 3 (=1)F -1
ag = 5 ok = P T
dar k > 1 och av
bok1 = ii(_l)k
w2 (2k 4+ 1)2

dar k > 0. Alla andra koefficienter ar noll.
d. Visa att 1 +1/3*+1/5% + ... = 7?/8. (2p)
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Losning: Observera att den 4-periodiska fortsdttningen av z(t) upp-
fyller kraven for konvergenssatsen. Alltsa har vi att

> t t
x(t) = % + Z [an cos (%) + by, sin (%)]
n=1

for alla t € (—2,2). En uppdelning av summan i jamna och udda n ger

o - k o
(1) x(t) = Z + Z %(1]){;721 cos (kmt)

4 (=DF 2k + )7t
+;w2 (2k + 1)2 Sm( 2
Observera att (—1)%¥ — 1 = 0 for k jaimnt och (=1)* —1 = —2 for k
udda. Alltsa har vi
L3 (=1)F -1 3 =2
kzzzl ET COS (k'ﬂ't) = mz:o ﬁm COS [(Qm + 1)7Tt] .
Observera att om vi nu later t = 0, sa blir summan

iii—_£i¥—_£ 1_|_i_|_i_|_
L2 (2m+1)2 w2 (2m 1) 325 )

Det verkar alltsa lampligt att anvénda sig av (1) for t = 0. Vi far da,
eftersom sin(0) = 0,

3 3 (-1)f-1 3 6 11
ozx(o):rr;;( 2{2 == (1+?+§+...)
Med andra ord,
RISV S
32 52 4 6 8’
vilket ar vad som skulle visas.
3. Finn den allminna l6sningen till ekvationen (8p)

x= (5 3 )x(h):
=571

A:s egenvirden ges av ekvationen

3—A -2
2 —-1-A

Losning. Lat

0= = -3-3A+FA+ AN +4 =N -2\ +1= (-1~
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Vi har alltsa ett upprepat egenvarde A\ = 1. Motsvarande egenvek-

tor(er) ges av
(322 (0)

vilket ger en egenvektor

Vi far alltsa en 16sning

X, (f) = ( X )et.

Vi soker en annan 16sning pa formen
X, = Kte! + Pe'.
Kravet pa P blir da att

(5 3)m=(1)
P~ (1)2)

Den allménna 16sningen till motsvarande homogena system blir alltsa

towa () roal(1) e ()]

Vi kan bilda en fundamentalmatris
(et (t+1)et
() = ( ¢ (t+1/2)et )
Inversen blir

O(1) = ( —(2t et 2(t+ L)e! ) |

vilket ger en 16sning

2et —2e7t

Om vi later
sa far vi

En primitiv funktion till detta &r

()



Alltsa far vi en partikularlosning

%= (o dime ) (7o) = (0)

Svar: Den allmanna losningen ges av

chl<1)et+c2{< 1 )tet+(1}2)et]+<(tQthref)et).

4. Antag att I(k) ar en generaliserad funktion definierad for k£ > 0
(utan d-pulser vid k& = 0) och att

I(z) = /O h I(k) cos(kz)dk.

Som motivering kan nimnas att I () ar irradiansen (métt i W/m?2) som
méts i en Fouriertransformspektrometer som funktion av ena spegelns
position. [(k) &r irradiansen hos den inkommande stralningen som
funktion av vagtalet k = 27/, dér A &r vaglangden.

a. Visa att om vi utvidgar I till hela reella talaxeln sa att I blir en
jadmn funktion, sa ar (2p)

o0

I(z) = % / e 7% I (k)dk.

oo

Losning: Enligt definition har vi

2) I(z) = /0 h I (k) cos(kx)dk = /O Oo%(ejk“rejkx)[(k)dk

1

e’} ) 1 oo
= - / e kI (k)dk + = / eI I (k)dk.
2 Jo 2 Jo

Den forsta termen ar redan pa den onskade formen. I den andra termen
ar det lampligt att genomfora ett variabelbyte x = —k. Vi far da

1 [ 1 L
- / e I(k)dk = = / eI (—k)(—dr) = 5 / e " (k) dr,
0 2.Jo 2

2 .

givet att I har utvidgats sa att I blir en jamn funktion, d.v.s. I(—k) =
I(k). Om vi nu doper om « till k, far vi
1 /0

1 [ . .
- / M I(k)dk = - / e I [ (k)dk.
2 /o 2

—00

Om vi nu kombinerar denna observation med (2), far vi

o0

I(z) = % / e R I (k)dk,

[e.o]

vilket skulle visas.
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b. Antag att I(z) = cos(2z) + cos(4x). Vad &r da I(k) for k > 07 (4p)
OBS! Du far anvéanda resultatet i a-delen utan att ha bevisat det!

Losning: Enligt a-delen ar I Fouriertransformen av /2 (utvidgad
till en jamn funktion). Alltsa ar [/2 Fourierinverstransformen av I.

Enligt tabell, t. ex. sid 69 i kompendiet, far vi att inverstransformen
av cos(ax) ges av [0(k — a) + 6(k + a)]/2. Med andra ord har vi

3100 = 5180 = 2) 60k + 2] + 5[50k = )+ 8(0 + 1),

Alltsa blir I(k) (strikt taget den utvidgade funktionen)
I(k) =0k —2)+6(k+2)+0(k—4)+d(k+4).

For k > 0 far vi da
Svar:
I(k)=0(k—2)4+d(k—4).

c. Om I(k) # 0 for k > 0 sdger man att den inkommande stralningen
innehaller stralning svarande mot vaglangden A = 27 /k. Vilka vag-
langder finns representerade i det exempel som gavs i b-delen?  (2p)

Losning: For k > 0 ar (k) enbart skild ifran noll da k = 2 eller k = 4.
Motsvarande vaglangder ges av 27/2 = m och 27w /4 = 7/2.
Svar: 7, 7/2.

5. Los ekvationen

. t
d + 2i(t) + 2/ i(t)dr = f(t)
dt 0
givet att i(0) = 0 och att f &r en 2-periodisk funktion sadan att f(¢) = 1
for 0 <t < 1loch f(t) = —1for 1 <t < 2. Som motivering kan ndmnas
att ovanstaende ekvation ar ekvationen for strommen i en elektrisk krets
bestaende av en resistans, en kapacitans och en induktans kopplade i
serie med en yttre palagd spanning given av en fyrkantvag.
a. Berdkna Laplacetransformen av i(t). (3p)

Losning: Lat I(s) beteckna Laplacetransformen av i(t) och F(s)
Laplacetransformen av f(t). Eftersom i(0) = 0 ger ekvationen

sl(s)+ 21(s) + g[(s) = F(s).

Eftersom f &r en 2-periodisk funktion sa ges F'(s) av (jamfér med ZC,
sid 310)

1 2
F(s) = o /0 e S f(t)dt.




Men
2 1 2 1
/ e S f(t)dt = / e Stdt —/ e Stdt = {——e
0 0 1 s
1 1
- __ —s_l —2s s
HERRTIR e
1 _ _
= —(1—-e(1—-e%)
s
Eftersom 1 — e ™2 = (1 — e *)(1 +e*) far vi
11—¢€7°
(s) = s1+es

Ekvationen ger alltsa

1, 11—¢°%
—|s“I(s) +2sl(s) +2| = — .
[ 1(s) + 251(5) 4 2) = 1
Svar:
1 1—e*

I(s) =

$2+2s+21+e s
b. Berikna i(t).

Losning: Observera att (geometrisk serie)

1
1+e8

=l—e 4e P —e ¥4 .

)

(6p)

jamfor med exempel 8, sidan 3111 ZC. Vidare ar s°4+2s+2 = (s+1)*+1.

Alltsa har vi

—2s

1
I =——  (1—¢e®*)(1—¢"° 25 o735 ).
(s) (S+1)2+1( e’ )(1—e*+e e 4 ..)
Men
(1—e(1—e*4e®—e4.)
= l—eS4e P34 .
—e S e — e
= 1—2e°42e2 — 23 + .
varav
1 1 1
I(s) = —2 P S —
(s) (s+1)2+1 (s+1)2+1e * (s+1)2+16
1 —3s
+ ...

-9 -
(s+1)2+ 1°
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Enligt tabell ar inverstransformen av 1/[(s+1)%+1] given av e " sin(¢).
Alltsa blir
Svar:
i(t) = e 'sin(t) — 2~ Vsin(t — Ut — 1)
+2¢~ (=2 sin(t — Ut —2) — 2D sin(t — Ut — 3) + ...

= e 'sin(t) + 22 e R gin(t — k)U(t — k).

6. Lat s(t) och sy(t) ges av

00 N
_ E Cne]QWnt/L7 SN(t) _ E Cn€]2ﬂnt/L.
n=—N

n=—oo

Om man tolkar s(¢) som en signal kan man tolka sy(t) som resultatet
av att man har latit signalen passera genom ett lagpassfilter, karak-
teriserat av ett heltal V.

a. Antag nu att N och L ar givna och lat T = L/M, dar M &r ett
heltal. Hur stort maste M vara for att vi exakt skall kunna bestamma
sn(t) ur sampelvirdena sy (0), sy(7),...,sn[(M — 1)T]? (8p)

Losning: Observera att sy(t) &r en bandbegrinsad signal; inga fre-
kvenser strikt storre &n N/L forekommer. Enligt samplingsteoremet
ricker det alltsa att sampla signalen med en samplingsfrekvens f, >
2N/L, jamfor kompendiet, sid 80. I vart fall ar f, = 1/T = M/L.
Kravet for att sampelvardena exakt skall bestamma funktionen kan
alltsa formuleras som M/L > 2N/L, d.v.s. M > 2N eller M > 2N +
1. A andra sidan bestims alla sampelvirdena av sy(0), sy(T),...,
sn[(M — 1)T7] eftersom sy &r L-periodisk.

Svar: M > 2N + 1.

b. Antag att ¢, = 1/2/"l. Hur stort maste N viljas for att (2p)

1 [t ) 1
7/ lsn(t) — ()|dt<ﬁ

Losning: Observera att
—N-1

¢]
s(t) —sn(t) = Z cne?™ + Z cne’™.

n=—00 n=N+1
Enligt Parsevals relation (jamfor sid 10 i kompendiet) far vi da
—N-1 0

1 L
f/o s —sn(@Pdt = 3 Jel+ S el

n=-—oo n=N+1
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Eftersom c, = 1/2I"! far vi

—N-1 00 —N-—1 0o 0o
Dol Do el =y a4 A= B am
n=-—00 n=N+1 n=-—00 n=N-+1 n=N+1
> 1
— 9 .47N71 4771 —9. 47]\7717
2 1—1/4
n=0
= 2 4N — g . L
3 3 22

Vi ser att N = 5 ger att integralen blir mindre an 1/2!° men att N = 4
inte ar tillrackligt.
Svar: N > 5.



