TENTAMEN SF1635, SIGNALER OCH SYSTEM I FOR E, IT oCcH
ME, 080128, KL. 8.00-13.00
1. Givet begynnelsevillkoren y(0) = y'(0) = 0, 16s (6p)
V' =14 )
Losning: Lat w = 3. Da uppfyller w ekvationen
w =14+ w?,

w(0) = 0. Denna ekvation ar en separabel forsta ordningens ekvation

och vi har .
/1+w2dw:/dt.

arctan[w(t)] =t + c.

Eftersom w(0) = 0, maste vi ha ¢ = 0, varav arctan[w(t)] = t, sa att
w(t) = tan(t).
Eftersom 3y’ = w, leder detta till

Foljdaktligen far vi

! " sin(7)
t) = y(0 dr = d
W) = w0+ [Cwriar = [ ST
= —In[cos(t)] + In[cos(0)] = — In[cos(?)].
Svar: y(t) = —In[cos(t)] (man bor naturligtvis kontrollera att detta
stammer).
2. Finn den funktion x vars Fouriertransform X uppfyller féljande
ekvation: (8p)
d>X 1
_e4 X = ——
dw? W)+ X(w) wt + bw? + 4
Losning: Enligt tabell &r —d?>X/dw?® Fouriertransformen av t?z(t).
Alltsa ar vénsterledet Fouriertransformen av t?z(t) + z(t) = (1 +

t?)x(t). For att kunna berikna inverstransformen av hogerledet &r
det lampligt att forst notera att w? + 5w? + 4 = (W? + 1)(w? + 4).
Partialbraksuppdelning ger

1 1 1 1 1 1

w452 +4 (WP HD)W?+4) 3w?+1 3wr+4
1 2 1 4
6w?+1 12w2+4
Enligt tabell far vi nu att inverstransformen av hogerledet ar

1 1
Ze It =20t
66 126 '



Ekvationen ger alltsa att

(2 + Da(t) = %(26_“' — 20,

Svar: .
= 9t _ g2ty
3. Finn den allménna lésningen till ekvationen (8p)

; 01 sint
X_<—1 0>X+(cost)'

Losning: Berakna forst den allméanna 16sningen till motsvarande ho-
mogena ekvation. Vi har

—-A 1
-1 —=A

Den relevanta matrisens egenvarden ges alltsa av A = 5. En egenvek-
tor K svarande mot egenvérdet j maste uppfylla

(4 e
()

ar en losning till denna ekvation. En 16sning till den homogena ekva-
tionen ges alltsa av

()= (mirims )

Detta ger tva linjart oberoende losningar X; och X5 till motsvarande
homogena system, givna av

B cos(t) ~( sin(t)
Xa(t) = ( — sin(t) ) » Xalt) = ( cos(t) )
En fundamentallosning ges foljdaktligen av

@<t>:< cos(t) sin(t)).

—sin(t) cos(t)

=N +1.

Vi ser att

Berakna
cos(t) —sin(t)

() = ( sin(t)  cos(t) )
och

(50 ) ()= ()= (%)



En partikularlosning ges alltsa av

%= (5l o) (
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Svar:
X =ar () )+ omtt) )+ (fold))
4. Lat
o) = 3 S cos(nt). y(t) = 3 o sin(nt)
Enligt 3 géller da aZ: "
0=

for 0 <t < 2.

a. Beriakna, med hjalp av ovanstaende information och utan att anvanda
tabell, (4p)

e}

1

nt’
n=1

Losning: Det gar att berdkna

/0 . 22 (t)dt

pa tva sitt. A ena sidan kan man anvinda definitionen ovan och det
faktum att {cos(t),cos(2t),cos(3t),...} &r en ortogonal méngd funk-
tioner pa intervallet [0, 27| for att se att

2 0 1 27
22(1)dt = —/ cos?(nt)dt.
| S et

Eftersom

2 27
1
/ cos?(nt)dt = / 5[1 + cos(2nt)]dt = ,
0 0
sa far vi

2 o8} 1
2(H)dt = -
/0 Fha=ry L



A andra sidan kan man anvinda ovanstaende information fran 3 och
berakna

o 2 2 t t22
2tdt:/ AL
/0 z (1) . \6 2+4

T 90 90"

=1 o
"2
Svar: 7/90.
b. Berakna, med hjalp av ovanstaende information och utan att anvanda
tabell, (3p)
=1
Pt
n=1

Motivera ditt svar noga!

Losning: Enligt definitionen av z(t) géller att

n=1

Emellertid vet vi enbart vad z(t) &r for 0 < ¢t < 27. Vikan alltsa inte di-

rekt anvinda oss av den givna formeln. A andra sidan vet vi att Fouri-

erserien konvergerar till medelvardet av hoger- och vanstergransvardena
i 0. Hogergriansvardet beraknas till 72/6. Eftersom x(t) ar 2n-periodisk

sammanfaller vanstergransvardet i 0 med vanstergransvardet i 27, vilket
beriknas till 72/6.

Svar: 72/6.



c. Berakna (3p)

/0 ’ x(t)y(t)dt.

Losning: Berdkna
2 s
| ettt = [ oo =o
0 —T

dar skélet till den forsta likheten ar att x och y ar 2m-periodiska och
skélet till den andra likheten ar att z ar jamn och y ar udda.

Svar: 0.

5. Finn den allménna 16sningen till (8p)
(14 2)y"(2) + 4oy (2) + 2y(z) = 1

givet att y;(z) = 1/(z* + 1) ar en 16sning till motsvarande homogena

ekvation.

Losning: Observera att ekvationen kan skrivas

L laraty) =1,

Genom att integrera tva ganger ser man att

1
(14 2H)y(z) = (2> + 1) + c12 + co.

2
Foljdaktligen ges den allmanna losningen av
() T + 1 n 1
xr)=c c =,
Y 21 TP T2

Alternativt kan man anvinda den givna l6sningen till den homogena
ekvationen samt reduktion av ordningen for att finna en annan l6sning
till den homogena ekvationen. Ansétt yo = uy;. Om man stoppar in
denna ansats i den homogena ekvationen far man u” = 0, varav u(z) =
c1x + co. Vi far alltsa en ny 16sning till den homogena ekvationen:
x

1+

Observera att y; och ys ar linjar oberoende. For att finna en par-
tikularlosning kan man nu anvanda variation av parametermetoden,
men det dr ocksa latt att se att en partikulérlosning ges av y,(z) = 1/2.

Y2 ()

Svar:
T 1 1

c )
1—1—:r2+ 11+$2+2

y(x) =a



6. Betrakta ett system som &ar sa beskaffat att om man skickar in en
insignal x;,, t > 0, sa blir utsignalen

Tu(t) = /0 ho(T)i (t — 7)dT,

dér overforingsfunktionen h, ar sadan att dess Laplacetransform, H,(s),
ges av
1

s2+2as+1

Parametern a kan man variera och for varje varde far man ett nytt
system. Vid praktisk anviandning av systemet sa kommer man ibland
att ha insignaler pa formen sin(wyt) eller cos(wyt). Man vill darfor vara
sidker pa att utsignalen inte blir godtyckligt stor da systemet matas
med sadana insignaler. Problemet ar alltsa: for vilka varden pa a blir
xu(t), t > 0, given ovan, begrdnsad for alla signaler x;, pa formen
cos(wpt) och sin(wpt) dér wy ar en godtycklig konstant? (10p)

H.(s) =

Losning: Lat X;, och X,; beteckna Laplacetransformerna av insignalen
respektive utsignalen. Vi har da
1
X ==
() s2+2as+1
De X;, vi ar intresserade av ges av
S wWo

24wl 24 wd

in(5>

Observera att i det forsta fallet kan wy vara 0, och vi har da X;,(s) =
1/s. Notera att

s +2as+1=(s+a)+1—a

Vi far nu ett antal olika fall, beroende pa a:s varde. Vi ser att a? = 1 ger
upprepade reella rotter. Lat oss darfor betrakta fallen —oco < a < —1,
a=—1,—1<a<1l,a=1o0ch 1< a< oo separat.

1. —0o < a < —1. I detta fall har ekvationen s? +2as+ 1 = 0 tva olika
positiva reella rotter, sig A1, och Ag,. Med insignalen X;,(s) = 1/s
far vi en utsignal vars Laplacetransform ges av

1 _o_ 11 1 1
S(S - /\l,a)(s - )\2,a> /\l,a)\2,a S )\2,11()\2,& - /\l,a) S — )\2,a
1 1

+ :
)\l,a()\l,a - )\2,(1) S — )\1,a

Om man inverstransformerar dessa uttryck far man termer som vaxer
exponentiellt. Alltsa kan vi utesluta a < —1.




2. a = —1. Med insignalen X;,(s) = 1/s far vi en utsignal vars
Laplacetransform ges av

1 A B C

so12 s TG s-1
dar vi vet att alla konstanter A, B och C' maste vara skilda fran 0.
Detta ger ocksa exponentiellt vixande termer. Alltsa kan vi utesluta

a=—1.

3. =1 <a < 1. I detta fall har vi tva komplexkonjugerade rotter. Om
a < 0 har de positiv realdel och med hjalp av argument snarlika de
givna ovan ser man att det finns exponentiellt vixande termer i detta
fall. Om a = 0 ges Laplacetransformen av utsignalen av

1
Xut(3> = 52——|—1in(8)
Om vi later insignalen vara z;,(t) = sin(¢) far vi alltsa
1
Xuls) = Gy

Alltsa har vi ,
Tut(t) = i[sin(t) — tcos(t)],

varav T,; ej ar begransad for ¢ > 0. Vi kan alltsa utesluta a = 0.
Om 0 < a < 1 har vi komplexkonjugerade rotter till s2 4+ 2as +1 = 0
med negativ realdel. Oavsett om insignalen &r cos(wot) eller sin(wyt)
far man da en begransad utsignal, vilket man kan se med hjalp av
partialbraksuppdelning.

4. a = 1. I detta fall kan man, med hjalp av partialbraksuppdelning i
de olika fallen se att x,; ar begransad for ¢ > 0.

5. Om a > 1 kan man, med hjilp av partialbraksuppdelning, se att x,
ar begransad for ¢ > 0.

Svar: a > 0.



